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体外预应力钢筋混凝土梁收缩与徐变的
精细有限元分析

李贤仰 1，2，邓继华 2*，梁璐祎 2，彭建新 2

（1.中交第二航务工程局有限公司  湘江新区分公司，湖北  武汉  430040；2.长沙理工大学  土木与环境

工程学院，湖南  长沙  410114）

摘要：为准确分析体外预应力钢筋混凝土梁的收缩、徐变效应，该文提出一种基于精细单元分析的体外预应力钢筋混

凝土梁收缩、徐变分析方法。首先，根据体外预应力筋为常应变构件的受力特点，对体外预应力筋在锚固位置和转向

块位置处与混凝土梁体存在的几何与节点位移关系进行微分处理，基于虚功原理获得体外预应力筋需迭代求解的单

元刚度矩阵；其次，基于收缩、徐变作用下钢筋与周围混凝土黏结良好、两者应变协调的假定，结合收缩、徐变分析的初

应变法，建立了考虑钢筋影响的钢筋混凝土梁单元收缩、徐变分析模型；最后，综合上述成果，建立了体外预应力钢筋

混凝土梁的收缩、徐变分析方法，研制出相应程序。通过对 2 片体外预应力钢筋混凝土梁的收缩、徐变进行分析，并与

相关文献进行对比。结果表明：该文建立的体外预应力混凝土梁收缩、徐变分析方法正确，计算模型中，若将体外预应

力筋按体内有黏结预应力筋处理，或不考虑混凝土梁体中普通钢筋的影响，均会给计算结果带来误差。
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Refined Finite Element Analysis of Shrinkage and Creep in External Prestressed 

Reinforced Concrete Beams
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Abstract: To accurately analyze the shrinkage and creep effects in external prestressed reinforced concrete 

beams, a method was proposed for analyzing the shrinkage and creep of such beams based on refined finite 

element analysis. First, considering the force characteristics of the external prestressed tendons as constant-

strain components, a differential treatment was performed on the geometric and nodal displacement 

relationships between the external prestressed tendons at the anchorage and deviation points and the concrete 

beam. Using the principle of virtual work, the element stiffness matrix that needed to be iteratively solved was 

derived for the external prestressed tendons. Second, based on the assumption that there was good bond 

between the reinforcement and the surrounding concrete under the action of shrinkage and creep, and that both 

materials exhibited coordinated strains, a finite element model was established for analyzing the shrinkage and 

creep of reinforced concrete beams that incorporated the effects of the reinforcements, utilizing the initial strain 

method in shrinkage and creep analysis. Finally, based on the aforementioned results, a method for analyzing 

shrinkage and creep in external prestressed reinforced concrete beams was established, along with the 

development of the corresponding programs. An analysis of the shrinkage and creep of two external prestressed 

reinforced concrete beams was conducted, and the results were compared with relevant literature. The findings 
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indicate that the method established in this paper for analyzing the shrinkage and creep of external prestressed 

concrete beams is accurate. It was observed that in the computational model, treating the external prestressed 

tendons as if they were bonded internal tendons, or neglecting the influence of ordinary steel reinforcement in 

the concrete beam, can lead to significant errors in the calculated results.

Keywords: external prestressing; reinforced concrete beam; shrinkage and creep; element stiffness matrix; 

refined finite element analysis

0　引言

体外预应力筋凭借其布置简洁和更换方便等优

点被广泛应用于桥梁的建设以及加固当中［1-4］。布置

了体外预应力筋的混凝土梁与体内有黏结预应力混

凝土梁类似，由于混凝土的收缩、徐变效应而使得体

外预应力结构的长期性能成为研究关注的焦点［5-9］。

因此，建立一个准确有效的体外预应力梁收缩、徐变

分析的有限元方法，是解决该问题的关键。

当预应力筋布置在混凝土梁体内时，二者完全

黏结，同一截面内存在应变协调关系。而体外预应

力筋与梁体无固结，二者之间不再应变协调，需基于

结构的整体变形来计算体外筋的应变和变形，导致

其与混凝土梁之间存在非线性的变形关系。因此，

从精细分析角度，对体外预应力梁进行受力分析时

必须计入体外预应力筋的非线性效应［10-11］。以往基

于线性理论模拟体外筋的分析模型，如带刚臂杆单

元［12-13］、多段多节点杆单元［14-15］和等效节点荷载［16］

（不计体外预应力筋刚度）等，不能很准确地仿真模

拟体外预应力筋的受力行为。部分研究者基于体外

筋在转向块处能自由滑移（基本得到试验证实）的假

定，将体外筋视为常应变杆元，运用几何非线性分析

的共旋坐标法或非线性连续介质力学方法，建立了

较为复杂的几何非线性体外筋单元［11，17-18］，能较好地

模拟体外筋弹性状态下的受力行为。但目前国内外

尚未有利用非线性体外筋单元研究体外预应力混凝

土梁长期性能的文献。在采用 Ansys、Abaqus 以及

Opensees 等商业软件分析体外预应力梁的文献中，

对体外筋的模拟一般也采用各种类型的几何线性单

元［2，19-23］，文献［11］对此有较详细的描述。尽管这些

大型商业程序都拥有较丰富的非线性单元库，理论

上并非无法模拟体外预应力筋的非线性行为，但应

注意的是，商业程序为讲求通用性，未设置专门分析

混凝土收缩、徐变效应的模块，必须采用编制程序二

次开发的方法来解决［24-26］，显然，这将给使用者带来

一定的困难。还应指出的是，混凝土梁内钢筋对混

凝土的收缩、徐变有阻碍作用，两者之间会产生应力

重分布，对跨中挠度等都将产生较明显的影响［27-28］，

但以往研究体外预应力混凝土梁长期性能的文献较

少考虑普通钢筋的影响［5，29-30］。

鉴于此，本文将体外预应力钢筋混凝土梁视为

由体外预应力筋单元与钢筋混凝土梁单元叠加形成

的混合梁单元。通过将体外筋视为常应变构件来模

拟其在转向块处自由滑动的特点，并基于微分和虚

功原理推导其单元刚度矩阵；再结合钢筋混凝土梁

中钢筋与周围混凝土应变协调的假定，以及收缩、徐

变分析的初应变法［31］，建立能考虑钢筋影响的钢筋

混凝土梁单元收缩、徐变分析模型；最终，形成体外

预应力混凝土梁收缩、徐变分析方法，并通过算例验

证了该方法的正确性。

1　体外预应力钢筋混凝土梁有限元模型

1.1　基本假定

（1） 不计体外预应力筋与转向块之间的摩擦，体

外筋为常应变构件。

（2） 钢筋混凝土梁变形符合平截面假定，不考虑

剪切变形。

（3） 忽略梁内普通钢筋与混凝土之间的滑移

影响。

（4） 不考虑几何与材料非线性，即结构发生小变

形，且混凝土、钢筋和体外预应力筋在变形过程中弹

性模量始终不变。

1.2　体外预应力筋单元

如图 1 所示为跨中布置了一个转向块的体外预

应力梁，假设其体外筋仅通过一个转向块与梁体连

接，i，…，m分别为钢筋混凝土梁单元节点，i'、k '、m'分
别为体外预应力筋两端锚固块和中间转向块的位置

点（在后续推导中，当描述梁上该位置点时，加下标

‘b’；描述体外预应力筋上该位置点时，加下标‘p’），

以下将推导含 1 个转向块的体外预应力筋单元刚度

矩阵。当转向块数量多于 1 个时，可参照此方法

推导。

基于前述假定 2，可得到 i'、k '、m'位置点的位移由

对应梁单元节点 i、k、m的位移来表示，以 k '为例，有：
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式中：dkk '为 k与 k' 之间的距离；；u k = [ uk vk θk ]为 k

节点在结构坐标系下的位移矩阵。

为便于推导，参照文献［16］，将体外筋各节点的

位移与钢筋混凝土梁中对应位置点的位移视为相

同，即有：

ui'p = ui'b   uk 'p = uk 'b  um 'p = um 'b

vi'p = vi'b   vk 'p = vk 'b   vm 'p = vm 'b （2）
设 体 外 筋 各 节 点 在 初 始 时 刻 的 坐 标 分 别 为

( x 0
i'，y 0

i')、( x 0
k '，y 0

k ')、( x 0
m'，y 0

m')，混凝土梁发生位移后，结

合 式（2）可 得 到 体 外 筋 的 新 节 点 坐 标 ( xi'，yi')、
( xk'，yk')、( xm'，ym')。由此，可计算出体外筋各段在初

始时刻和混凝土梁发生位移后的长度 L 0
i'k '、L 0

k 'm '和

Li'k '、Lk'm '，进而求出混凝土梁发生位移后体外筋各段

的伸长量，有：

∆Li'k '= Li'k '- L 0
i'k '

∆Lk'm '= Lk'm '- L 0
k 'm '

（3）

由前述假定 1，体外筋通长范围内应变 εp的计算

式为：

εp = ∆Li'k '+ ∆Lk'm '

L 0
i'k '+ L 0

k 'm '
（4）

对式（3）中的 ∆Li'k '微分，可得到 δ∆Li'k '用节点 i、k

的位移矩阵的微分 δu ik = [ ]δui δvi δθi δuk δvk δθk T

表示的计算式，同理，也能得到 δ∆Lk'm '用 δu km 来表示

的计算式。

将 δ∆Li'k '与 δ∆Lk'm '代入式（4）的微分式中，可得

到应变微分 δεp 与 δu ikm的关系式：

δεp = B p δu ikm （5）
式中：B p 为应变矩阵，δu ikm = [ δui δvi δθi δuk δvk

]δθk δum δvm δθm T
为节点 i、k、m的位移矩阵微分。

利用虚功原理可求出体外预应力筋单元在结构

坐标系下的刚度矩阵K i'k 'm '：

K i'k 'm '= E pA pBT
p B p /L 0

i'k 'm ' （6）

式中：E p、A p 分别为体外预应力筋的弹性模量和截面

面积。

应当指出，δ∆Li'k '与 δ∆Lk'm '用 δu ik 和 δu km 表示的

计算式含有混凝土梁单元节点位移项，因此需要结

合梁单元的节点位移才能求出应变矩阵 B p 中各元素

的具体值，可知体外预应力筋单元刚度矩阵 K i'k 'm '必

须采用迭代求解方法获得；同时，K i'k 'm '的矩阵维数为

9 行 9 列，且其推导是基于梁单元节点进行，便于按照

“对号入座”的方式与钢筋混凝土梁单元刚度矩阵叠

加，从而形成混合梁单元刚度矩阵。

1.3　钢筋混凝土梁单元

1.3.1　单元刚度矩阵

为进行精确分析，本文在计算钢筋混凝土梁单

元刚度矩阵时，同时计入了混凝土与钢筋的贡献。

在平面梁单元刚度矩阵求解中，一般将离散的钢筋

等效为沿梁纵向等面积的钢筋层［27］，本文采用此方

法，以图 2 所示的下缘配置一层钢筋的钢筋混凝土梁

单元 ij为例，介绍其局部坐标系下单元刚度矩阵的求

解过程。

混凝土部分对单元刚度矩阵的贡献，事实上在

知道单元长度 l、截面积 A c、惯性矩 Ic、弹性模量 E c 的

情况下就可由常规方法求出，兹不赘述。

对于钢筋层，其几何特征决定了应力应变分析

时仅考虑轴向拉压应变，故钢筋应变 εs 由应变旋转公

式［32］ 可得：

εs = εc，Acos2 θ （7）
式中：εc，A为混凝土在A点的应变。

对式（7）进行微分，并结合平面梁单元中节点位

移和应变之间的关系，有：

δεs = cos2 θB s δu ij （8）

式中：B s = é

ë
ê
êê
ê- 1

l
6
l2 ( )1 - 2x

l
d ( )x 2

l ( )2 - 3x
l

d ( )x

ù

û
úúúú

1
l

- 6
l2 ( )1- 2x

l
d( )x 2

l ( )1- 3x
l

d( x )
T

；u ij=[ ui vi θi 

uj vj θ j ]T为 ij单元的节点位移矩阵。

钢筋的轴向力 P s 为：

i'

i j
k'

m'k

l m

钢筋混凝土梁
单元节点

体外预应力筋

图 1　体外预应力梁

Figure 1　External prestressed beam

钢筋

混凝土梁
j

A

θ

x

i

d jd i

d（
x）

图 2　钢筋混凝土梁单元

Figure 2　Reinforced concrete beam element
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P s = E sA s εs （9）
式中： E s、A s 分别为钢筋的弹性模量和面积。

对式（9）微分并联立式（8）：

δP s = E sA s cos2 θB s δu ij （10）
基于虚功原理，可得到钢筋对钢筋混凝土梁单

元 ij刚度矩阵的贡献 k s：

k s = E sA s cos3θ ∫
0

l

BT
s B s dx （11）

重复本节中的上述步骤，求出其他钢筋对单元

刚度矩阵的贡献。

1.3.2　收缩、徐变分析

针对体外预应力钢筋混凝土梁中混凝土产生的

收缩、徐变，本文采用初应变法［31］分析其对梁受力行

为的影响。

计算时，将时间划分为 t0、t1、…、tn、tn+ 1、…时刻，

将 混 凝 土 应 力 增 量 表 示 为 ∆σ0，c、∆σ1，c、… 、∆σn，c、

∆σn+ 1，c、…，以上应力增量只发生在各个时刻，而在

∆t1 ( t0 → t1)、…、∆tn+ 1 ( tn → tn+ 1)、…各时间段内保持

不变，混凝土弹性模量 E c 也保持不变。据此，截至 tn
和 tn+ 1 时刻任一点的徐变应变 εncr 和 εn+ 1

cr 的计算式分

别为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

εncr = ∑i= 0
n- 1 ∆σi，c

Ec
φ ( )tn，ti

εn+ 1
cr = ∑i= 0

n ∆σi，c

E c
φ ( )tn+ 1，ti

（12）

式中：φ ( tn，ti)为混凝土在加载龄期 ti、计算龄期 tn时

的徐变系数。

由式（12）可得到时间段 ∆tn+ 1 ( tn → tn+ 1)内的徐

变应变增量 ∆εn+ 1
cr ：

∆εn+ 1
cr = ∑i= 0

n- 1 ∆σi，c

E c
[ ]φ ( )tn+ 1，ti - φ ( )tn，ti +

∆σn，c

E c
φ ( tn+ 1，tn)

（13）

对于收缩应变，设 ∆εn+ 1
sh 为时间段 ( tn → )tn+ 1 内

的收缩应变增量：

∆εn+ 1
sh = εsh ( tn+ 1 - τ0)- εsh ( tn - τ0) （14）

式中：各参数的含义参见文献［27］。

对于 ∆tn+ 1 时段末（即 tn+ 1 时刻）的收缩、徐变增

量应变 ∆εn+ 1
sh 和 ∆εn+ 1

cr ，按初应变法，其等效节点荷载

增量 ∆f n+ 1
ini 为：

∆f n+ 1
ini =∫BT E c(∆εn+ 1

cr + ∆εn+ 1
sh ) dv c （15）

式中：B为平面梁单元的应变矩阵；v c 表示仅对钢筋

混凝土梁中混凝土部分积分。

按照上述公式进行计算需存储应力或应变历史

数据，将占用大量计算资源。若将徐变函数拟合成指

数函数形式，用递归方法计算 ∆εn+ 1
cr ，则无需存储各时

刻的应力，提高计算效率。同理可以求出收缩应变的

增量，具体可参见文献［27］、［31］与［33］。

2　计算流程

首先输入体外预应力钢筋混凝土梁的各项信

息，建立有限元模型，划分时间轴，再进行各时间段

循环。本文假定在 t0 时刻张拉体外预应力筋，而其他

外荷载施加在 t1、…、tn、tn+ 1、…时刻。

（1） 对于时间段 ∆t1（t0 → t1），分别计算钢筋混凝

土梁单元局部坐标系下混凝土与钢筋的单元刚度矩

阵，前者按常规平面梁单元方法，后者按式（11）计

算，再将其转换到结构坐标系下，按常规的“对号入

座”叠加方法形成钢筋混凝土梁的总刚矩阵（后续各

时刻计算也将用到该矩阵），将体外预应力筋张拉应

力转换成等效节点荷载，按常规方法计算出节点位

移增量，再计算出混凝土部分内力（应力）增量，按式

（15）计算出 ∆f 1
ini。

（2） 对于时间段 ∆t2（t1 → t2），参照式（6）计算出

体外预应力筋在结构坐标系下的单元刚度矩阵，与

上一步保存的钢筋混凝土梁总刚矩阵叠加形成体外

预应力钢筋混凝土梁总刚矩阵，计算 t1 时刻施加外荷

载的等效节点荷载，与 ∆f 1
ini 叠加形成荷载矩阵，从而

同样求得节点位移增量，再计算出混凝土部分内力

（应力）增量。由式（6）可知，本文体外预应力筋单刚

的计算涉及梁单元的节点位移，因此上述计算需进

行迭代，以获得满足指定精度要求的节点位移增量，

进而计算出混凝土部分内力（应力）增量，在此基础

上再按式（15）计算出 ∆f 2
ini。

（3） 后续时间段 ∆ti( i> 2)的计算同时间段 ∆t2。

3　算例分析

通过 2 个算例，分别验证本文建立的体外预应力

筋单元，以及体外预应力钢筋混凝土梁收缩、徐变分

析方法的正确性。

3.1    算例 1
如图 3 所示为体外预应力简支梁桥，该桥的详细

几何、材料及荷载信息见图 3 及文献［13］。

基于不同体外预应力筋模型得到的位移及体外

筋内力计算结果见表 1。由表 1 可看出：本文与文献

［13］基于多段多节点杆单元模型得到的计算结果相
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差很小，但与采用常规的带刚臂杆单元模型（模型 1）
得到的计算结果相差较大。本文建立的体外预应力

筋单元是正确的。

3.2    算例 2
以 2 片跨径为 24 m 的体外预应力钢筋混凝土简

支梁［34］为对象，其整体构造与截面形式如图 4~6 所

示。2 片梁截面形式相同，主要区别为：1 号梁在跨径

三等分点处设置 2 个转向块，2 号梁为直线通束，未设

转向块。其余详细的几何及材料参数见图 4~6。

采用前述方法对 2 片梁进行收缩、徐变效应分

析，为了将计算结果与文献［34］进行对比，本文同样

采 用 European Committee for Standardization（CEN）

（2004）规范中的收缩、徐变计算模型，并考虑混凝土

梁自重，其值为 25 kN/m3。

值得注意的是，文献［34］建立的计算模型考虑

了混凝土梁体的梁柱效应、体外筋的二次效应等几

何非线性效应以及普通钢筋的刚度，但未考虑体外

筋的刚度贡献。2 片梁的跨中挠度和体外筋应力损

失值随时间的变化曲线如图 7、8 所示。

从图 7、8 可以看出：本文的计算结果和文献［34］
的数据吻合度良好，误差均在 5% 以内，证明了本文

方法的正确性。

将 2 号梁的预应力筋分别按照体内有黏结预应

力筋以及体外预应力筋考虑，计算得到的跨中上拱

值随时间的变化曲线如图 9 所示。

表 1　位移和内力计算结果

Table 1　Results for displacement and internal force

模型

模型 1

文献[13]

本文模型

节点 2 挠度/mm

-1.924

-2.123

-2.118

轴力/kN

1'2'段

29.200

71.300

71.298

2'3'段

134.500

71.300

71.298

3'4'段

29.200

71.300

71.298

 

500 500500

10
0

403'2'

4' 40

4
2 3

1'

1

P=30 kN P=30 kN

图 3　体外预应力梁构造与受力示意图（单位：cm）

Figure 3　External prestressed beam structure and 
stress （unit: cm）
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图 4　1号梁整体构造形式（单位：m）

Figure 4　Integral structure of No.  1 beam （unit: m）
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图 5　2号梁整体构造形式（单位：m）

Figure 5　Integral structure of No.  2 beam （unit: m）
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图 6　截面形式和基本参数（尺寸单位：m）

Figure 6　Section layout and basic parameters（unit of size: m）
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图 7　时间‒跨中上拱度曲线

Figure 7　Time-midspan arch curves
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Figure 8　Time-prestressing loss curves of No.  2 beam
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由图 9 可以看出：两种方法得到的计算结果略有

差异，在收缩、徐变 750 d 后，按照体内有黏结预应力

梁以及体外预应力梁计算得到的上拱值分别为初始

值的 2.408 倍和 2.146 倍。

图 10 和图 11 展示了考虑梁体内普通钢筋与否

对 2 号梁跨中上拱及体外筋应力损失的影响。

从图 10、11 可以看出：体内普通钢筋对初始时刻

的计算值影响不太明显，但长期效应下，其对梁跨

中上拱以及体外筋应力损失的影响逐渐增大且不

可忽略。

4　结论与展望

（1） 与已有文献计算结果比较表明，本文建立的

非线性体外筋单元、钢筋混凝土纤维梁单元以及体

外预应力混凝土梁收缩、徐变分析方法是正确的。

（2） 计算体外预应力混凝土梁收缩、徐变时，若

将体外筋处理为体内有黏结预应力筋，结构跨中上

拱度最大会产生 9.29% 的误差；若不考虑或仅部分

考 虑 梁 体 内 普 通 钢 筋 ，则 会 造 成 最 大 21.94% 的

误差。

（3） 本文建立的单元模型及收缩、徐变计算方

法，可为其他体外预应力结构（体外预应力钢-混组合

梁、波纹钢腹板体外预应力混凝土箱梁）的相关研究

提供借鉴。
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