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基于弧长法的 HB‑FRP黏结滑移特性研究
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摘要：HB⁃FRP（Hybrid Bonding FRP）与混凝土的黏结性能是 HB⁃FRP 加固混凝土结构的关键。该文建立 HB⁃FRP 单

剪数值模型，采用双线性本构考虑 FRP 与混凝土的界面黏结滑移，采用三线性本构考虑钢扣件部位的界面黏结滑移，

采用双弹簧模拟钢扣件部位的黏结滑移特性。基于弧长法开展 HB⁃FRP 单剪模型的加、卸载的全过程，研究其受力性

能。与试验数据对比分析验证数值模型的有效性，揭示卸载过程中 HB⁃FRP 的黏结滑移特性，修正已有黏结滑移模

型。对粘贴长度进行参数分析，基于分析结果计算 HB⁃FRP 的有效黏结长度为 2 500 mm 左右，揭示在有效黏结长度

范围内钢扣件数量与其抵抗剥离荷载能力呈线性关系。
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0    引言

Wu 等［1］结合化学粘贴和机械锚固提出了一种新

的 粘 贴 技 术（Hybrid Bonding FRP，简 称 HB⁃FRP），

该 技 术 简 单 高 效 ，能 有 效 解 决 常 规 粘 贴 FRP 技 术

（External Bonding FRP，简 称 EB⁃FRP）易 剥 离 的 工

程病害。国内外学者对 HB⁃FRP 加固技术开展了相

关试验研究、数值模拟和理论分析。

试验研究方面：Wu 等［1］通过抗弯加固梁的试验

研 究 发 现 其 界 面 黏 结 强 度 比 传 统 的 外 贴 FRP 板 高

7.5 倍；Yun 等［2］通过 HB⁃FRP 双剪疲劳试验，得到了

HB⁃FRP 加 固 混 凝 土 结 构 的 破 坏 形 态 ，研 究 表 明

HB⁃FRP 钢 扣 件 部 位 的 混 凝 土 剥 离 厚 度 较 EB⁃FRP
要 大 ；颜 俊 辉［3］在 试 验 数 据 分 析 的 基 础 上 研 究 了

HB⁃FRP 体 系 的 加 固 作 用 机 理 、破 坏 模 式 以 及 给 出
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了相应的设计指导公式；张峰等［4］提出了 HB⁃FRP 和

EB⁃FRP 中部裂缝引起的剥离强度计算公式以及较为

合理的锚固间距估算公式。其余试验研究［5⁃7］也表明：

HB⁃FRP 加固技术可以有效阻止剥离破坏的产生。

数 值 模 拟 方 面 ：王 振 宇 等［7］及 Wu 等［8］基 于 数 值

模 拟 ，考 虑 了 多 种 界 面 的 黏 结 滑 移 特 性 ，建 立 了

HB⁃FRP 加固梁的精细化有限元模型；张峰等［9］基于

Abaqus 软件研究了 HB⁃FRP 抗弯加固混凝土梁的受

力 特 性 ；Zhou 等［10］基 于 Ansys 软 件 建 立 了 HB⁃FRP
抗弯加固梁的数值模型，由于其网格尺寸较大，并未

对 FRP 的应变及 FRP 与混凝土的界面力学性能开展

研究。

理 论 分 析 方 面 ：Wu 等［11］基 于 最 优 化 方 法 ，进 行

了黏结滑移模型中待定参数的反演，获得了 HB⁃FRP
的 黏 结 滑 移 模 型 ；张 峰 等［12］假 定 了 HB⁃FRP 中 钢 扣

件 部 位 的 混 凝 土 楔 体 破 坏 形 态 ，建 立 了 多 参 数 混 凝

土 楔 体 黏 结 滑 移 模 型 ；张 峰 等［13］基 于 先 期 研 究 的

HB⁃FRP 黏结滑移分区模型［12］开展研究，依据能量方

法建立了 HB⁃FRP 的黏结滑移统一模型。

综上所述，HB⁃FRP 与混凝土界面力学性能方面

研 究 成 果 偏 少 ，还 有 待 深 入 研 究 。 为 了 更 深 入 了 解

HB⁃FRP 单剪模型的剥离破坏过程，本文基于弧长法

对 HB⁃FRP 单 剪 模 型 加 、卸 载 全 过 程 的 受 力 特 性 展

开了研究。

1    弧长法

弧 长 法 属 于 双 重 目 标 控 制 方 法 ，即 在 求 解 过 程

中同时控制荷载因子和位移增量的步长［14］。其基本

控制方程为：

ΔuT Δu+ Δλ2 ϕ2 P T P= Δl 2 （1）

式中：Δλ 为荷载因子增量数值；ϕ 为荷载比例系数，用

于 控 制 弧 长 法 中 荷 载 因 子 增 量 所 占 的 比 重 ；Δl 为 固

定的半径；Δu为位移增量向量；P为外荷载向量。

非线性静力平衡的迭代求解公式为：

Kδu j
i + 1 = λj

i + 1 P- F int （2）

式中：K为结构刚度矩阵；δu j
i + 1 为 i+1 次迭代的位移

向量增量；Fint 为结构等效荷载向量；j 为荷载增量步；

i 为 j 荷载增量步下的迭代步。依据公式（1），弧长法

中 λj
i + 1 随着迭代次数会不断变化。

求解荷载因子的增量 δλj
i + 1 时，为简化计算，可用

垂 直 于 迭 代 向 量 的 平 面 代 替 圆 弧 ，迭 代 计 算 过 程 中

可采用常刚度或切线刚度法，具体计算参见图 1。

把弧长不变的条件改为向量 r j
i 与向量 v j

i + 1 始终

保持正交，即满足下列控制方程：

r j
i ⋅ v j

i + 1 = 0（i=1，2，3，…，n） （3）

式中：n 为 j 荷载增量步下的最大迭代次数。

式（3）可具体表示为：

Δu j
i

T δu j
i + 1 + δλj

i + 1 Δλj
i P T P= 0 （4）

式中：Δλj
i 为 i 次迭代的荷载因子；δλj

i + 1 为 i+1 次迭代

的荷载因子增量；Δu j
i 为 i 次迭代的位移向量增量。
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图 1    简化弧长法

在第 j 步荷载增量第 i 次迭代分析中，δu j
i + 1 由式

（5）表示：

δu j
i + 1 = K-1 ( λj

i + 1 P- F int )=
-K-1 (F int - λj

i P )+ δλj
i + 1K-1 P

 （5）

由式（5）可以将 δu j
i + 1 分为两部分描述：

( δu j
i + 1 )1 = -K-1 (F int - λj

i P ) （6）

( δu j
i + 1 )2 = δλj

i + 1K-1 P （7）

式中：第 1 项 ( δu j
i + 1 )1 为采用荷载控制的迭代求解结

果；第 2 项 ( δu j
i + 1 )2 为考虑 i+1 次迭代的荷载因子增

量时的位移增量。

由式（4）~（7），可得：

δλj
i + 1 = - Δu jT

i ( δu j
i + 1 )1

Δu jT
i ( δu j

i + 1 )2 + Δλj
i P T P

 （8）

求得荷载因子增量 δλj
i + 1 后，由式（5）求得 δu j

i + 1，

则可更新当前的荷载水平和位移向量。

2    EB‑FRP 单剪模型

为 了 验 证 本 文 采 用 的 弧 长 法 ，对 文 献［15］的 模
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型试验（图 2）开展分析。FRP 混凝土的界面采用双

线 性 的 黏 结 滑 移 模 型 ，黏 结 强 度 τmax=5.03 MPa，黏

结 强 度 对 应 的 滑 移 量 s1=0.048 mm 及 最 大 滑 移 量

s2=0.23 mm。 考 虑 FRP 条 带 宽 度 对 黏 结 性 能 的 影

响，文献［16］的宽度修正系数：

βw = ( 2 - b f /b c ) / ( 1 + b f /b c ) （9）

式中：bf 为 FRP 条带宽度；bc 为混凝土结构厚度。

FRP 加固混凝土结构的数值模拟方法通常有细

观有限元［17］及内聚力单元法［18］。本文采用非线性弹

簧 单 元［19］模 拟 FRP 与 混 凝 土 的 界 面 黏 结 力 学 特 性 。

弹簧单元长度取 1 mm，FRP 的厚度取 0.167 mm，宽度

为 46 mm，弹性模量取 230 GPa，极限拉应变为 1.8%。

150 黏结 35 无黏结

混凝土

FRP

330

12
5

图 2    单剪试验模型（单位：mm）

对图 2 的模型进行计算分析，得到张拉力与延伸

量的关系（图 3）。由图 3 可以看出：基于弧长法的数

值模型能有效分析 FRP 张拉过程中的张拉力与延伸

量的关系。
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本文
文献［19］

图 3    EB‑FRP的张拉力‒延伸量曲线

3    HB‑FRP 界面黏结特性

3.1    模型简介

文献［11］开展了不同钢扣件个数的 HB⁃FRP 单

剪试验，取其中的 BⅢb、BⅢc2 及 BⅢd2 试验模型开

展研究。模型尺寸参见图 4。

63
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30

3
44

.4
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07

6.35

（a） 钢扣件尺寸

550100 50

50 25
0

（b） BⅢb 模型

100 501 050

（c） BⅢc2 模型

100 5022×100

（d） BⅢd2 模型

图 4    模型构造（单位：mm）

试 验 模 型 中 ，FRP 的 弹 性 模 量 为 242 GPa，每 层

FRP 的名义厚度为 0.167 mm，FRP 的极限拉应变为

1.8%。BⅢb、BⅢc2 粘贴 7 层 CFRP 布，BⅢd2 粘贴 9
层 CFRP 布。混凝土的抗压强度为 57.6 MPa。

3.2    HB‑FRP的黏结滑移本构

钢 扣 件 部 位 生 成 两 个 弹 簧 单 元 ，一 个 模 拟

EB⁃FRP 的 黏 结 特 性 ，另 一 个 模 拟 机 械 锚 固 黏 结 特

性。具体建模方法参见图 5。

机械锚固弹簧单元

FRP-混凝土弹簧单元

FRP

图 5    HB‑FRP单剪数值模型

采用式（10）模拟 EB⁃FRP 的黏结滑移特性［11］：

τ = E f t f
α
β 2 e- s

α ( 1 - e- s
α ) （10）
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式中：Ef 为 FRP 弹性模量；tf 为 FRP 厚度；s 为滑移量；

τ 为黏结应力；α 取值为 0.128 2；β 取值为 38.665。

钢 扣 件 部 位 的 黏 结 滑 移 采 用 文 献［11］模 型 ，表

达式参见式（11），τ 单位为 MPa，s 单位为 mm。

τ =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

τmax s/s3 s ≤ s3

τmax s3 < s ≤ s4

τmax ( s - s4 ) / ( s5 - s4 ) s4 < s ≤ s5

0 s > s5

 （11）

文 献［11］对 本 构 关 系 的 参 数 开 展 了 大 量 研 究 ，

得到黏结强度 τmax=4.4 MPa，s3=0.2 mm，s4=8 mm ，

s5=30 mm。

考 虑 FRP 条 带 宽 度 对 黏 结 性 能 的 影 响 ，分 别 对

BⅢb、BⅢc2 和 BⅢd2 建立有限元模型，开展数值模

拟 。 但 是 通 过 计 算 发 现 ，采 用 文 献［11］模 型 ，考 虑

FRP 宽 度 修 正 系 数 ，数 值 模 拟 结 果 与 试 验 测 试 结 果

存在一定误差（表 1、图 6）。

表 1    数值模拟计算结果

模型

BⅢb

BⅢc2

BⅢd2

（1）

119.3

154.6

256（*）

（2）

103

151

229

（1）/（2）

1.16

1.02

1.12

（3）

109

165

249

｛［（3）-（1）］/
（1）｝/%

-8.63

6.73

-4.23

破坏

形态

剥离

剥离

未坏

注：（1）为试验值（kN）；（2）为文献［11］黏结本构（kN）；（3）为修正的文

献［11］黏 结 本 构（kN）；*表 示 由 于 试 验 未 剥 离 破 坏 ，取 值 为 文 献

［11］理论剥离破坏值。

由 表 1 可 以 看 出 ：直 接 采 用 文 献［11］黏 结 本 构

时 ，特 别 是 BⅢ d2 模 型 的 误 差 较 大 。 为 此 本 文 计 算

时 ，根 据 表 1 中 3 个 模 型 的（1）/（2）栏 的 数 值 取 平 均

值，修正了文献［11］黏结本构，修正系数为 1.1。

由图 6 可以看出：基于弧长法建立的数值有限元

模型计算得到不同黏结长度 HB⁃FRP 单剪模型的张

拉力与延伸量的关系与试验数据吻合。

3.3    界面黏结应力分布特征

对比试验数据和本文数值模拟得到的界面黏结

应力分布值如图 7 所示。

由图 7 可以看出：

（1） 本 文 的 数 值 模 拟 结 果 与 文 献［11］结 果 吻 合

较 好 。 对 于 BⅢ d2 模 型 ，试 验 结 果 显 示 黏 结 应 力 在

1 400 mm 和 1 600 mm 位 置 较 大 。 本 文 数 值 模 拟 结

果显示在 1 400 mm 位置黏结应力最大。本文计算结

果与试验数据更为接近。
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20

（c） BⅢd2
图 6    HB‑FRP的张拉力‑延伸量曲线

（2） 钢 扣 件 部 位 的 黏 结 应 力 为 钢 扣 件 弹 簧 和

EB⁃FRP 黏结弹簧计算结果之和。

进一步研究 BⅢd2 模型的黏结应力在加载、卸载

时的发展规律，结果如图 8 所示。

由图 8 可知：

（1） 随着张拉力增大，最大黏结力逐步往 FRP 自由

端移动，其发展规律与 EB⁃FRP黏结力发展规律类似。

（2） 从 F=0.66Fu 荷 载 等 级 的 计 算 结 果 可 以 看

出：钢扣件对 EB⁃FRP 黏结应力的影响范围仅为邻近

的 3 个钢扣件。该现象表明：EB⁃FRP 的有效黏结长
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图 7    界面黏结应力数值模拟和试验值对比

度仅为 300 mm 左右。

（3） 1 倍荷载等级时，加载端钢扣件发生了较大

滑移，受力状态已进入其本构关系的第 3 段。越靠近

加载端，其滑移量越大，承载越弱，在 FRP 纵向表现

为线性分布特征。

（4） 卸 载 时 ，自 由 端 的 黏 结 应 力 进 一 步 降 低 ；由

于 加 载 端 的 滑 移 同 时 减 小 ，钢 扣 件 承 受 荷 载 又 逐 渐

增加，在 FRP 纵向依然表现为线性分布特征。自由端

黏结效应和钢扣件效应的叠加值总体呈现下降趋势。
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图 8    界面黏结应力发展规律

3.4    FRP应变分布特征

试验数据和本文数值模拟得到的 FRP 应变分布

值如图 9 所示。
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图 9    FRP应变分布特征
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由图 9 可以看出：

（1） 本文模型的计算结果与试验数据吻合。

（2） FRP 应变分布拐点即为黏结应力最大点。

3.5    HB‑FRP的有效黏结长度

为了进一步分析不同粘贴长度对剥离破坏荷载

的 影 响 ，对 不 同 粘 贴 长 度 的 有 限 元 模 型 开 展 数 值 模

拟 。 钢 扣 件 的 个 数 分 别 为 1、2、3、4、6、8、10、12、14、

16、18、20、22、24、26、28 及 36，共 计 17 个 有 限 元 模

型。钢扣件的间距均为 100 mm，粘贴长度为钢扣件

纵 向 分 布 长 度 加 上 两 侧 各 50 mm 的 长 度 ，FRP 层 数

统一按照 9 层计算。张拉力与延伸量的曲线参见图

10，受限于篇幅，仅列出部分结果。
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（b） 钢扣件个数为 8、16、20、24 及 28

图 10    张拉力-延伸量曲线的参数分析

由 图 10（a）可 以 看 出 ：当 粘 贴 长 度 超 过 400 mm
后 ，张 拉 力 延 伸 量 的 曲 线 形 状 基 本 相 同 。 当 粘 贴 长

度 小 于 400 mm 时 ，剥 离 破 坏 过 程 中 ，未 出 现 卸 载

曲线。

统 计 图 10 的 计 算 结 果 ，通 过 剥 离 承 载 力 与 黏 结

长 度 的 关 系 曲 线（图 11）可 获 得 有 效 黏 结 长 度 ，有 效

黏结长度对应的抗剥离力取值为 0.96 的剥离承载能
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图 11    有效黏结长度

力［20］。 依 据 该 原 则 ，文 献［11］计 算 得 到 的 HB⁃FRP
加 固 体 系 有 效 黏 结 长 度 2 500 mm，本 文 计 算 得 到 的

HB⁃FRP 加固体系有效黏结长度 2 501.4 mm，两者基

本相同。

卸载的受力特性表现为：当 EB⁃FRP 与混凝土黏

结力完全丧失后，仅剩钢扣件部位的混凝土损伤面的

摩擦力和栓钉销栓作用，在加固体系完全剥离前，其

承受荷载值几乎为定值。整理图 10 的计算值得到图

12，可以看出：当粘贴长度小于 HB⁃FR 有效黏结长度

时，栓钉数量越多，卸载后直线区域的荷载值也越大，

表明了钢扣件数量与其抗剥离能力呈线性关系。
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图 12    钢扣件数量对抗剥离承载力的影响

4    结论

（1） 采用双线性本构考虑 FRP 与混凝土的界面

黏 结 滑 移 ，采 用 三 线 性 本 构 考 虑 钢 扣 件 部 位 的 界 面

黏 结 滑 移 ，采 用 双 弹 簧 模 拟 钢 扣 件 部 位 的 黏 结 滑 移

特 性 ，基 于 弧 长 法 开 展 非 线 性 分 析 ，能 有 效 计 算

HB⁃FRP 单剪模型的加、卸载的全过程受力性能。

（2） 基于文献［11］提出了黏结滑移修正模型，修

正系数为 1.1。
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（3） 计 算 得 到 的 HB⁃FRP 加 固 体 系 有 效 黏 结 长

度 能 达 到 2 500 mm 左 右 ，而 EB⁃FRP 的 有 效 黏 结 长

度 仅 为 300 mm 左 右 。 该 结 论 也 表 明 钢 扣 件 有 效 抑

制了剥离发生。

（4） 当 粘 贴 长 度 小 于 HB⁃FR 有 效 黏 结 长 度 时 ，

钢扣件数量与其抵抗剥离荷载能力呈线性关系。
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