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悬索桥鞍座设计位置计算的改进方法
邓小康,邓恒耀

(武汉科技大学 汽车与交通工程学院,湖北 武汉　430081)

摘要:基于对悬索桥主缆和索鞍的几何、力学关系分析,利用索鞍和主缆的几何相容条件建立方程,采用二分法求解方程

得到索鞍的设计位置,避免了传统方法采用牛顿-拉斐森法求解八元非线性方程组的复杂计算。该文提出的索鞍位置

改进算法精度良好,计算简单,整个计算过程无需任何初值,均可保证求解收敛。
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　　索鞍是悬索桥的重要构件,其主要作用包括两个

方面:一是实现主缆的转向,二是为主缆提供支撑[1]。
索鞍位置的安放是否准确将严重影响悬索桥的线形和

结构受力[2],索鞍的偏离有时甚至会引起桥塔偏位,使
塔底产生弯矩,影响桥塔安全[3],同时索鞍位置参数的

确定,也是主缆长度修正的先决条件[4]。
唐茂林[5]通过主缆的线形方程及索鞍与主缆的几

何关系对该问题进行了求解分析,但其方程有8个未

知数,需要通过牛顿-拉斐森法求解非线性方程组,计
算繁琐且对计算初值的选取也有一定的要求;李传

习[6]采用分离计算法进行精确计算,但仍需通过牛顿

-拉斐森法求解方程且对鞍座设计位置需给出其约束

条件和迭代初值。
该文基于对悬索桥主缆和索鞍几何、力学关系的

分析,利用索鞍和主缆几何相容条件建立方程,采用二

分法求解方程即可得到索鞍的设计位置,计算简单,整
个计算过程无需任何初值,均可保证求解收敛。

1　统一主缆线形方程的提出

1.1　主缆最低点的确定

当悬索桥主塔高度相等时,由于主缆具有对称性,
此时主缆最低点(同时也是主缆斜率最小点)应位于主

缆的跨中位置。
当悬索桥主塔高度不相等时(一侧比另一侧高h),

主缆最低点会向较低的主塔一侧偏移,如图1所示[7]。
文献[8]中推导出了该种情况下主缆最低点位置的计算

方法,提出可以在各索段或吊点采用二分法确定最低点

的位置和最低点左、右两侧主缆的斜率。
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h

图1　主塔不等高时最低点变化示意图

1.2　两种坐标系的建立

如图2所示,对跨径为L 的主缆以最低点A(即
全桥主缆的斜率最小点,位置待求)为界,左边m-1
个吊杆将主缆分为m 段,右边n-1个吊杆将主缆分

为n 段。令左边主缆垂度为f1,跨径为L1;右边主缆

垂度为f2,跨径为L2。索段的受力情况是:索段两端

承受吊杆传来的集中力P,中间承受沿索长均匀分布

的主缆自重q。
以最低点A 为原点,y 轴竖直向上,左边x 轴水

平向左,右边x 轴水平向右建立坐标系Ⅰ。
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图2　坐标系Ⅰ下的索段划分示意图

在坐标系Ⅰ下,索段曲线为分段悬链线[9],主缆在
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吊杆位置出现斜率突变,从而表现为主缆斜率不连续。
对任意索段i,将其坐标系原点移至索段曲线上

斜率为0的位置(各索段坐标系原点应为同一点),x
轴、y 轴的方向同前述所示,建立坐标系Ⅱ[8]。此时各

索段i出现曲线平移,主缆在吊杆位置不再表现为斜

率突变,而是出现平移,曲线平移的距离由吊杆处的斜

率变化值决定,如图3所示。
 y
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图3　坐标系Ⅱ下的索段示意图

1.3　主缆线形的统一悬链线方程

作者在前期研究过程中,已求出在坐标系Ⅱ下主

缆的统一线形方程。
定义索段上任一点的斜率为z;假定在无应力状

态下主缆的横截面面积为A0,沿索长均布的主缆自重

荷载为q0,主缆所用材料的弹性模量为E,H 为索段

上任一点索力的水平分力。
对任意索段均有:

x=
H2z

EA0q0
+

H
q0

ln(z+ 1+z2 ) (1)

y=
H2z2

2EA0q0
+

H
q0

1+z2 -
H
q0

(2)

式(1)、(2)就是坐标 系 Ⅱ 下 的 统 一 主 缆 线 形

方程[8]。

2　主索鞍位置计算

悬索桥理论顶点(IP 点)的定义有多种,一种是设

计基准温度下成桥状态索鞍两侧主缆离合点切线的交

点;第二种是设计基准温度下成桥状态索鞍两侧主缆

离合点顺延悬链线的交点[10]。该文选取第二种定义

进行分析计算。理论顶点左右两边主缆的线形一经确

定,则一个给定半径且与这两条曲线相切的圆有4个

(上、下、左、右),只要给定约束条件就能获得所需要的

索鞍位置[11]。
对主索鞍位置进行计算时,其问题归纳为已知主

缆的横截面面积为A,弹性模量为E,主缆沿索长均布

的自重集度为q。在坐标系Ⅰ下主缆理论顶点的坐标

为(x0,y0),索鞍左边主缆索力的水平分力为 H1,索

鞍右边主缆索力的水平分力为 H2,左边主缆在顶点

位置的斜率为z1,右边主缆在顶点位置的斜率为z2,
给定索鞍的半径R;理论顶点在左边坐标系Ⅱ下的坐

标记为(x′0,y′0),在右边坐标系Ⅱ下的坐标记为(x″0,

y″0)。右切点的斜率为z3,左切点的斜率z4。要求主

缆曲线与索鞍的左切点坐标(x1,y1),右切点坐标

(x2,y2),鞍座曲线圆心的坐标(x3,y3)。
令理论顶点到左切点的水平距离为L1,垂直距离

为h1,到右切点的水平距离为L2,垂直距离为h2。θ1

为索鞍圆心到主跨切点的连线与过圆心的铅垂线的夹

角,θ2 为索鞍圆心到边跨切点的连线与过圆心的铅垂

线的夹角。
计算图示如图4、5所示。
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图4　主索鞍整体计算示意图
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图5　主索鞍局部计算示意图

在图5中,由几何关系及切线的定义可知:

tanθ1=z3,tanθ2=z4 (3)
左、右切点在水平方向的距离应等于两点分别到

过圆心的铅垂线的水平距离之和:

L1+L2=Rsinθ1+Rsinθ2 (4)
将式(3)代入得:

L1+L2=R
z3

1+z2
3

+
z4

1+z2
4

æ

è

ö

ø
(5)

将z3 代入式(1)可得右切点在右边坐标系Ⅱ下的

横坐标:

x″2=
H2

2z3

EAq
+

H2

q
lnz3+ 1+z2

3( ) (6)

则:
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L2=x″0-x″2=x″0-
H2

2z3

EAq
-

H2

q
ln(z3+ 1+z2

3 )

(7)
将z4 代入式(1)可得左切点在左边坐标系Ⅱ下的

横坐标:

x′1=
H2

1z4

EAq
+

H1

q
ln(z4+ 1+z2

4 ) (8)

则:

L1=x′0-x′1=x′0-
H2

1z4

EAq
-

H1

q
ln(z4+ 1+z2

4 )

(9)
将式(8)、(9)代入式(4)可得:

x′0-
H2

1z4

EAq
-

H1

q
ln(z4+ 1+z2

4 )+x″0-
H2

2z3

EAq
-

H2

q
ln(z3+ 1+z2

3 )=R
z3

1+z2
3

+
z4

1+z2
4

æ

è

ö

ø
(10)

式(10)中仅z3 和z4 为未知数,已知z3 即可通过

求解一元非线性方程的方法求得z4。对给出的z3(给
出的z3 的范围为所在索段最低点的斜率z2),取z4

的求解区间为[0,z1],二分法求式(10)即可得z4。

z4 可以看为:

z4=f(z3) (11)
由几何关系可得:

h1-h2=Rcosθ1-Rcosθ2 (12)
将式(3)代入式(12)得:

h1-h2=R
1

1+z2
3

-
1

1+z2
4

æ

è

ö

ø
(13)

将z3 代入式(2)可得右切点在右边坐标系Ⅱ下的

纵坐标:

y″2=
H2

2z2
3

2EAq
+

H2

q
1+z2

3 -
H2

q
(14)

理论顶点和右切点的高差:

h2=y″0-y″2 (15)
将z4 代入式(2)可得左切点在左边坐标系Ⅱ下的

纵坐标:

y′1=
H2

1z2
4

2EAq
+

H1

q
1+z2

4 -
H1

q
(16)

理论顶点和左切点的高差:

h1=y′0-y′1 (17)
将式(15)和式(17)代入式(13)可得:

y′0-
H2

1z2
4

2EAq
-
H1

q
1+z2

4 +
H1

q
-y″0+

H2
2z2

3

2EAq
+

H2

q
·

1+z2
3 -

H2

q
=R

1
1+z2

3

-
1

1+z2
4

æ

è

ö

ø
(18)

式(18)中,z4 可以用z3 来表示[见式(11)],其余

参数均为常数,故式(18)可看作为关于z3 的一元非线

性方程。采用二分法求解式(18)时,z3 的求解范围可

取为所在索段最低点的斜率z2。主索鞍与鞍座左、右
两边切点斜率计算的过程如图6所示。

在[a，b]范围内二分确定 z3，初始范围为
[所在素段最低点的斜率，z2]

由式（12）采用二分法计算确定 z4，
求解范围为[0，z1]

判断式（20）左右两边的差值，如差
值>0，取 b=z3，如差值<0，取 a=z3

判断｜a-b｜是否
小于精度要求

计算结束
是

否

图6　主索鞍与鞍座左、右两边切点斜率计算流程

如此便可确定左切点和右切点的斜率,上述方法

最后一次的迭代过程还求出了理论顶点到左切点的水

平距离为L1,垂直距离为h1,到右切点的水平距离为

L2,垂直距离为h2,则左切点的坐标为(x0-L1,y0-
h1),右切点的坐标为(x0+L2,y0-h2)。

索鞍圆心的坐标为:

x3=x1+Rsinθ2=x1+R
z3

1+z2
3

(19)

y3=y1-Rcosθ2=y1-R
1

1+z2
3

(20)

至此,索鞍的位置已完全确定。该文采用的计算

方法不用解多元非线性方程组,计算简便;求解过程无

需任何初值,收敛性良好。

3　单圆曲线散索鞍位置的计算

对单圆曲线散索鞍进行计算时,其锚跨侧的主缆

仍可采用上述方法进行分析,但边跨侧主缆在散索鞍

的理论顶点位置应是斜率最小点(主索鞍计算时理论

顶点的斜率对两侧来说都是最大),同时其几何关系也

会发生部分变化(图7),但总体计算思路不变。
过程如下:
令z3 为锚跨切点的斜率,z4 为边跨切点的斜率。

θ1 为索鞍圆心到锚跨切点的连线与过圆心的铅垂线

的夹角,θ2 为索鞍圆心到边跨切点的连线与过圆心的

铅垂线的夹角。
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图7　单圆曲线散索鞍局部受力示意图

仍有:

tanθ1=z3,tanθ2=z4 (21)
左、右切点离理论顶点水平向的距离和应等于两

点分别到过圆心的铅垂线的水平距离的差,即:

L1+L2=Rsinθ1-Rsinθ2 (22)
将式(21)代入得:

L1+L2=R
z3

1+z2
3

-
z4

1+z2
4

æ

è

ö

ø
(23)

将z3 代入式(1)可得右切点在右边坐标系Ⅱ下的

横坐标:

x″2=
H2

2z3

EAq
+

H2

q
ln(z3+ 1+z2

3 ) (24)

则:

L2=x″0-x″2=x″0-
H2

2z3

EAq
-

H2

q
ln(z3+ 1+z2

3 )

(25)
将z4 代入式(1)可得左切点在左边坐标系Ⅱ下的

横坐标:

x′1=
H2

1z4

EAq
+

H1

q
ln(z4+ 1+z2

4 ) (26)

则:

L1=x′1-x′0=
H2

1z4

EAq
+

H1

q
ln(z4+ 1+z2

4 )-x′0

(27)
将式(25)、(27)代入式(23),可得:

H2
1z4

EAq
+

H1

q
ln(z4+ 1+z2

4 )-x′0+x″0-
H2

2z3

EAq
-

H2

q
ln(z3+ 1+z2

3 )=R
z3

1+z2
3

-
z4

1+z2
4

æ

è

ö

ø
(28)

式(28)中仅z3 和z4 为未知数,已知z3 即可通过

求解一元非线性方程的方法求得z4。对给出的z3(给
出z3 的范围为所在索段最低点的斜率z2),取z4 的

求解区间为[z1,z3],二分法求式(28)即可得z4。
故z4 可以看作为:

z4=f(z3) (29)

由几何关系可得:

h1+h2=Rcosθ2-Rcosθ1 (30)
将式(21)代入式(30)得:

h1+h2=R
1

1+z2
4

-
1

1+z2
3

æ

è

ö

ø
(31)

将z3 代入式(2)可得右切点在右边坐标系Ⅱ下的

纵坐标:

y″2=
H2

2z2
3

2EAq
+

H2

q
1+z2

3 -
H2

q
(32)

理论顶点和右切点的高差:

h2=y″0-y″2 (33)
将z4 代入式(2)可得左切点在左边坐标系Ⅱ下的

纵坐标:

y′1=
H2

1z2
4

2EAq
+

H1

q
1+z2

4 -
H1

q
(34)

理论顶点和左切点的高差:

h1=y′1-y′0 (35)
将式(33)、(35)代入式(31)可得:

H2
1z2

4

2EAq
+
H1

q
1+z2

4 -
H1

q
-y′0+y″0-

H2
2z2

3

2EAq
-

H2

q
·

1+z2
3 +

H2

q
=R

1
1+z2

3

-
1

1+z2
4

æ

è

ö

ø
(36)

式(36)中z4 可以用z3 来表示[见式(29)],其余

参数均为常数,故式(36)可看为关于z3 的一元非线性

方程。采用二分法求解式(36)时,z4 的求解范围可取

为所在索段最低点的斜率z2。
上述方法在最后一次的迭代过程中还求出了理论

顶点到左切点的水平距离为L1,垂直距离为h1,到右

切点的水平距离为L2,垂直距离为h2,则左切点的坐

标为(x0-L1,y0+h1),右切点的坐标为(x0+L2,

y0-h2)。
索鞍圆心的坐标为:

x3=x1-Rsinθ2=x1-R
z3

1+z2
3

(37)

y3=y1-Rcosθ2=y1-R
1

1+z2
3

(38)

如此散索鞍的鞍座位置即已求出,其计算方法与

主索鞍的计算过程基本相同,但各要素的几何关系和

边跨切点斜率的求法需进行相应调整。

4　算例

为验证该文方法的正确性,编制程序对文献[5]的
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算例进行验证计算。
算例1:某悬索桥一个主索鞍的理论顶点(IP 点)

坐标为(230m,131.425m),主缆横截面面积 A1=
A2=0.408973m2,主缆自重集度q1=q2=33kN/m,
弹性模量E=198000MPa。在成桥状态线形计算中

已计算出索鞍左、右两边主缆索力的水平分力 H1=
H2=189500kN,V1=90622.7kN,V2=73504.1
kN。索鞍半径为6.0m。

首先将算例给出的条件转换为该文方法的已知条

件。由z=
V
H

得,z1=0.47822,z2=0.38788。将H 和

z分别代入式(3)、(4)可得理论顶点在左边坐标系Ⅱ下

的坐标为(2657.39882m,624.38806m),在右边坐标

系Ⅱ下的坐标为(2180.23001m,417.86695m)。
采用该文的方法计算出索鞍位置并同文献[5]的

比较如表1。

表1　算例1的索鞍位置计算结果

计算方法
左切点

坐标/m

右切点

坐标/m

索鞍位置

(圆心坐标)/m

该文方法
(227.66196,

130.30743)
(232.41614,

130.48837)
(230.24853,

124.89359)

文献[5]

方法

(227.66196,

130.30743)
(232.41614,

130.48837)
(230.24853,

124.89359)

算例2:某悬索桥一个散索鞍的理论顶点坐标为

(0m,54m),主缆横截面面积 A1=A2=0.408973
m2,主缆自重集度q1=q2=33kN/m,弹性模量E=
198000MPa。在成桥理论线形计算已计算出索鞍

左、右两边主缆索力的水平分力 H1=H2=189500
kN,V1=137557kN,V2=-41804.3kN。索鞍半径

为6.0m。
首先将算例给出的条件转换为该文方法的已知条

件。由z=
V
H

得,z3=0.72589(锚跨),z4=0.22060

(边跨)。将 H 和z分别代入式(1)、(2)可得理论顶点

在锚跨侧坐标系 Ⅱ 下的坐标为(3878.71943 m,

1356.956156m),在边跨侧坐标系 Ⅱ 下的坐标为

(1259.70527m,138.39684m)。
采用该文的方法计算出索鞍位置并同文献[5]的

比较如表2所示。
通过表1、2的验证结果可以看出:该文提出的索

鞍位置计算新方法的精度良好,且计算简单,整个计算

过程无需任何初值,均能保证求解收敛。

表2　算例2的索鞍位置计算结果

计算方法
左切点坐

标/m

右切点坐

标/m

索鞍位置(圆
心坐标)/m

该文方法
(-1.24072,

52.75340)
(1.71722,

54.37909)
(3.01148,

48.52034)

文献[5]

方法

(-1.24072,

52.75340)
(1.71722,

54.37909)
(3.01148,

48.52034)

5　结论

(1)该文对悬索桥成桥状态下索鞍的位置计算提

出了改进方法。方法以索鞍和主缆的几何相容条件建

立方程,求出了主缆与索鞍切点的位置和斜率,同时得

到了索鞍圆心的坐标,即索鞍的设计位置。
(2)该文方法计算鞍座设计位置的过程仅需采用

二分法求解一元非线性方程,计算简单、精度良好,无
需任何初值,均能保证求解收敛。

(3)算例表明该文计算索鞍位置方法正确。
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