
存在扰动、信息不确定的复杂控制系统。许多学者已

将卡尔曼滤波法[2]、神经网络法[3]和灰色模型预测

法[4]引入桥梁施工控制和健康监测。但基于大数据的

卡尔曼滤波法、神经网络法在节段数量有限的悬臂桥

梁施工监控中很难得到较好的标高预测精度。近年

来,以“小数据”、“贫信息”、不确定性系统为研究对象

的灰色模型预测技术在大跨度桥梁施工监控方面应用

较广泛,并取得了许多成果。张永水等[5]将 GM(1,1)
灰色模型引入重庆黄花园嘉陵江大桥施工监控,证明

了灰色理论的适用性;孙永明等[6]进一步对 GM(1,1)
模型进行优化,建立了一套大跨度连续梁自适应施工

控制系统。为了增强可操作性和提高预测精度,包仪

军[7]、包龙生[8]针对 GM(1,1)灰色模型的背景值、初
始值及数据序列生成方法进行了改进优化,并成功运

用于桥梁施工节段高程预测。
不仅如此,姚荣[9]、彭梦鸽[10]均通过工程实例将

GM(2,1)与GM(1,1)的预测精度做了对比分析,前者

认为 GM(2,1)预测更有效,后者得出相反结论,充分

说明了阶数的选取是提高预测精度的关键;孟伟[11]、

WuL[12]、FangSL[13]将灰色模型的阶数由整数拓展

到分数,从而建立了分数阶拓展算子的灰色预测模型,
研究表明:分数阶不仅能实现对模型阶数的精确调整,
而且能提高对拟合线形变化速率的控制效果;吴利丰

等[14]、刘解放等[15]充分验证了分数阶灰色预测模型

的稳定性,也证明了其具有更强的普遍适用性。该文

尝试将分数阶算子灰色模型应用于连续刚构桥梁施工

线形控制,并对模型背景值进行修正,从而得到优化的

分数阶算子灰色预测模型,并且通过工程实例验证其

可行性,探讨最优阶数的选取,对比分析新模型的预测

精度。

2　优化的分数阶算子灰色预测模型

2.1　分数阶算子的GM(1,1)模型

设X(0)=(x(0)(1),x(0)(2),…,x(0)(n))为原始

序列,r=R+ ,X(r)=(x(r)(1),x(r)(2),…,x(r)(n))为

X(0)的r阶累加生成算子,记为r-AGO。则:

x(r-1)(k)+az(r)(k)=b (1)
称为基于分数阶算子的 GM(1,1)模型。
特别当r=1 时,X(r)=X(1),即为一次累加生

成算子,x(r-1)(k)+az(r)(k)=b 变 为x(0)(k)+
az(1)(k)=b,即为传统的 GM(1,1)模型。

式中:x(r)(k)=∑
k

i=1

Γ(r+k-i)
Γ(k-i+1)Γ(r)x

(0)(i),k=1,

2,…,n;Γ(n)=∫
∞

0

e-ttn-1dt,Z(r)= (z(r)(2),z(r)(3),…,

z(r)(n))。
背景值参数z(r)(k)的构造方式为:

z(r)(k)=
x(r)(k)+x(r)(k-1)

2
,k=2,3,…,n

(2)
参数向量â= a,b[ ] T 运用最小二乘法估计得,

â=(BTB)-1BTY,其中,Y、B 分别为:

Y=

x(r-1)(2)

x(r-1)(3)
︙

x(r-1)(n)

é

ë

ù

û

,B=

-z(r)(2) 1
-z(r)(3) 1

︙ ︙

-z(r)(n) 1

é

ë

ù

û

(3)

关于最优阶数r的选取,采用原始序列与预测序

列的最小均方误差为指标进行确定,具体形式为:

minf(r)=
1

n-1∑
n

k=2

[x(0)(k)-x̂(0)(k)]2,r ∈

R+ (4)
最优的分数阶阶数r的计算采用自适应变异粒子

优化算法[16-17](简称 PSO)。该算法计算简洁,便于

实现,主要步骤为:
(1)设置粒子群中粒子的初始值rBest,取r=1,

即为均值 GM(1,1)模型;取rBest=r,计算灰色模型

的最小均方误差f(rBest)。
(2)判断 f(rBest)-A 是否小于给定的收敛值

δ,其中A 为粒子在最佳位置的最小均方误差。
(3)若收敛,进行步骤(4);若不收敛,重新假定分

数阶阶数r,不断更新粒子群粒子位置,并转向步

骤(2)。
(4)输出收敛准则下的r 值,即为分数阶灰色模

型的最优阶数。计算预测值x̂(0)(k),并进行模型精度

检验,算法结束。

2.2　含三参数的分数阶GM(1,1)模型

实际上,式(2)是根据牛顿 - 柯特斯(Newton-
Cotes)求积公式得到的梯形积分数值解。该公式只有

1次代数精度,且没有考虑到其他参数对模型精度的

影响。若涉及参数过多不仅会增加计算难度,而且会

造成对原始数据的过度拟合致使模拟线形失真。针对

此问题,将文献[18]中的三参数背景值构造方法与分

数阶拓展算子的 GM(1,1)模型相融合,形成一种新的
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含三参数的分数阶 GM(1,1)模型,具体形式如下:

x(r-1)(k)+az′(r)(k)=kb+c (5)

式中:z′(r)(k)=
x(r)(k)+x(r)(k-1)+x(r)(k-2)

3
,

k=3,4,…,n;Z′(r)=[z′(r)(3),z′(r)(4),…,z(r)(n)]

参数向量b̂= a,b,c[ ] T 运用最小二乘法估计得,

b̂= NTN( ) -1NTM,其中,M、N 分别为:

M=

x(r-1)(3)

x(r-1)(4)
︙

x(r-1)(n)

é

ë

ù

û

,N=

-
1
3

[x(r)(3)+x(r)(2)+x(r)(1)] 3 1

-
1
3

[x(r)(3)+x(r)(2)+x(r)(1)] 4 1

︙ ︙ ︙

-
1
3

[x(r)(n)+x(r)(n-1)+x(r)(n-2)] n 1

é

ë

ù

û

(6)

2.3　模型精度检验指标

根据灰色理论,灰色预测模型需要通过相关的精

度检验指标进行检验后才能用于预测[19]。为了检验

该文新模型的预测性能,采用以下3个指标进行精度

评定,计算方法为:
(1)残差指标:

ε(k)=x(0)(k)-x̂(0)(k) (7)
(2)相对误差指标:

Δk=
ε(k)

x(0)(k) (8)

(3)平均相对误差指标:

Δ=
1

n-1∑
n

k=2
Δk (9)

3　监控实例

3.1　工程概况

重庆石柱至黔江高速公路的里头河大桥为(70+
130+70)m 三向预应力混凝土变截面连续刚构桥,采
用悬臂浇筑法施工,桥型布置如图1所示。桥梁节段

划分为:0# 块长14m,1# ~16# 梁段长度组合为4×
3.0m+6×3.5m+6×4.0m,边、中跨合龙段长度均

为2.0m,边跨现浇段长为3.9m。0# 梁段采用托架

现浇施工,其余梁段用挂篮分段对称悬臂浇筑。

 

270
130 7070

石柱 黔江

3# 墩
2# 墩

图1　桥型布置图(单位:m)

3.2　线形监测结果

为了保障桥梁顺利合龙以及成桥后桥面线形良

好,需通过监控计算和现场监测手段对主梁施工过程

中的节段高程变化状态进行有效计算、监测、分析和预

测。首先,利用 Midas/Civil软件建立有限元模型对

施工过程进行模拟计算,得到理论预拱度,从而获取每

个施工节段的理论高程值;其次,每个节段施工时,在
距离施工节段前10cm 布置测试截面,每个截面布置

5个高程监测点(采用钢筋头制作,外露长度5cm)用
于测试实际节段高程,如图2所示。采用高精度电子

水准仪按照二等水准要求进行测量;最后,通过对已浇

筑节段高程的理论值、实测值进行对比分析,寻找偏差

原因,从而调整参数,预测下一节段的实际高程。

330 330295295
1 250上游 下游

60

60 60

4545

30 30

305 5 5
160160

44
.9

5 5

34
8.
5

18

410 120120

图2　标高测点布置图(单位:cm)

限于篇幅,表1中列出了部分节段(2# 墩沿中跨

方向)的桥梁中心线上的监测点在预应力张拉后的节

段高程监测数据。不难看出:各节段高程实测值与理

论值之间存在偏差。而有限元模型计算参数取值误

差、测量误差以及现场施工环境多变等原因导致了节

段高程理论值与实测值存在偏差。在后续节段浇筑

中,传统的有限元计算自适应控制方法是通过标高实

测值反馈调节模型相关材料参数从而实现对模型的修

正,并将修正后的新理论值用于作为节段立模标高使

用。但采用这种方法进行施工控制仍有误差累积的

趋势。
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表1　部分节段高程监测数据

节段号
理论值/

m

实测值/

m

(实测-理

论)/mm
实测/理论

3# 21.1249 20.1286 3.7 1.15

4# 21.1331 21.1374 4.3 1.21

5# 21.1433 21.1501 6.8 1.16

6# 21.1546 21.1669 12.3 1.22

7# 21.1666 21.1834 16.8 1.26

8# 21.1791 21.2008 21.7 1.27

9# 21.1911 21.2146 23.5 1.25

　注:表中高程值均为相对高程。

4　模型应用及对比分析

为了说明含三参数分数阶 GM(1,1)模型的可行

性和精确性,以表1中部分节段的高程监测数据为原

始样本数据,首先对后续未浇筑节段的高程进行预测,
并与实测值进行比较以验证模型的可行性。接着,将
新模型与传统 GM(1,1)模型、分数阶 GM(1,1)进行

精度对比分析。

4.1　含三参数的分数阶GM(1,1)模型应用

设各节段高程理论值序列为:

Y=(Y(1),Y(2),…,Y(n))
对应的节段高程实测序列为:

Y′=(Y′(1),Y′(2),…,Y′(n))
首先,以4# ~9# 节段预应力张拉完成后预拱度

理论值与实测值的差值为模型原始序列(实测值与模

拟值对比见图3),有:

X(0)=(4.3,6.8,12.3,16.8,21.7,23.5)
 

预
拱

度
/m
m

9#8#7#6#5#4#

节段号

25

20

15

10

5

实测序列
模拟序列

图3　实测值与模拟值对比

用 Matlab软件进行仿真计算,以最小均方误差为

指标,初始化粒子个数为100,最大迭代次数为200,学
习因子c1 和c2 均设置为1.5,惯性权重设置为0.8,
通过PSO算法搜索得到最优的阶数为r=0.32,则:

X(0.32)=(4.3,8.2,15.5,23.2,31.8,38.1)
故背景值序列为:

Z′(0.32)=[9.3519,15.6366,23.5015,31.0304]

其次,根 据 式 (6)得 参 数 M、N 和 向 量 b̂=
a,b,c[ ] T 为:

M=

7.2889
7.6321
8.6737
6.2808

é

ë

ù

û

,N=

-9.3519 3 1
-15.6366 4 1
-23.5015 5 1
-31.0304 6 1

é

ë

ù

û

,

b̂=(0.7976,5.6160,-1.9475)
最后,经过累减生成序列的模拟值为:

X
^(0)=(4.3,8.3,12.4,16.5,20.9,23.8)
由计算结果和图3可以得知:实测值与模拟值较

为接近,特别是在7# ~9# 节段,验证了灰色理论模型

“新陈代谢”的优点,即利用新的数据序列反映其变化

趋势,能避免误差积累。另外,实测值与模拟值差值在

5mm 以内,最大误差为1.5mm,线形吻合度较好。
在此基础之上,将该模型用于10# 节段的节段高程差

值的预测,经计算得x̂(0)(7)=27.9mm,而实测值为

27.2mm,差值为0.7mm,说明该模型用于节段高程

预测是可行有效的。

4.2　预测精度对比分析

为了验证该文模型在连续刚构桥梁节段高程预测

中的精确性,将 GM(1,1)模型、分数阶 GM(1,1)模型

以及该文模型分别用于10# ~15# 节段的高程预测,
并用误差检验的残差ε(k)、相对误差Δ(k)以及平均

相对误差Δ3个指标进行精度评定,结果比较见表2。
由预测结果可见:分数阶模型处理后的各个预测

值的残差、相对误差均有所减小。更重要的是,分数阶

GM(1,1)模型的预测平均相对误差为9.0%,相比传

统的 GM(1,1)模型减少了8.5%,预测精度得到进一

步提高,说明对于阶数的优化可以改善预测效果,分数

阶 GM(1,1)模型能够较好地用于大跨度悬臂桥梁施

工节段高程预测。另外,在分数阶模型处理中,优化的

分数阶 GM(1,1)模型将背景值参数由传统的2个拓

展至3个,增强了原始序列的平滑效果,弱化了极端值

的影响,使平均相对误差减小到了5.9%,进一步提高

了预测精度。

5　结论

桥梁工程施工监控是个受多因素、多维度影响的
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表2　不同灰色模型预测精度比较

节段号 x(0)(k)
GM(1,1)模型

x̂(0)(k)ε(k) Δk/% Δ/%

分数阶 GM(1,1)模型

x̂(0)(k)ε(k) Δk/% Δ/%

优化的分数阶 GM(1,1)模型

x̂(0)(k)ε(k) Δk/% Δ/%

10# 27.2 27.9 -0.7 2.6 29.6 -2.4 8.8 27.9 -0.7 2.6

11# 31.5 33.2 -1.7 5.4
17.5

33.1 -1.6 5.1
9.0

33.3 -1.8 5.7
5.9

12# 36.9 47.0 -10.1 27.4 31.0 5.9 16.0 39.7 -2.8 7.6

13# 41.5 55.9 -14.4 34.7 44.0 -2.5 6.0 44.7 -3.2 7.7

复杂灰色系统,灰色预测理论是连续刚构桥梁高程预

测的重要方法。该文将分数阶算子 GM(1,1)模型引

入大跨度桥梁高程预测,并建立了一种含三参数的分

数阶 GM(1,1)新模型,实现了对传统 GM(1,1)模型

的阶数和背景值的双重优化。得出以下结论:
(1)将背景值参数由传统的2个拓展至3个,增

强了原始序列的平滑效果,弱化了极端值对灰色预测

模型精度的影响。
(2)将传统的 GM(1,1)的阶数由整数拓展到分

数,可以提高模型的预测精度。
(3)利用PSO算法自动搜寻阶数,不仅可以快速

高效地找到最优阶数,而且实现的是全局最优,从而提

高了精度。
(4)结合里头河大桥施工监控,对该文模型进行

了验证、对比分析。结果表明该模型切实可行,且精度

较高,对于同类型的桥梁施工控制有一定的参考价值。
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