
收稿日期:2019-12-24
作者简介:张宇,男,大学本科,工程师.E-mail:871669693@qq.com

　DOI:10.14048/j.issn.1671-2579.2020.05.007
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动力响应求解与分析
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摘要:路面评估是进行路面养护决策的重要依据,是路面管理系统的重要组成部分,而构

建混凝土路面结构在动荷载作用下的精确高效数值模型是路面结构体系设计参数反演理论与

技术研究的核心内容之一。该文基于传统谱单元法,引入精细积分算法建立了一种交通荷载

作用下路面动力响应计算精确模型,用于计算落锤式弯沉仪(FWD)动荷载作用下混凝土路面

弯沉响应。数值算例验证了该文算法的准确性,并针对路面结构层杨氏模量以及厚度对于弯

沉响应的影响进行了广泛的参数分析,可为道路服役性能评估提供可靠的理论依据和技术手段。
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1　前言

随着中国经济的不断发展,混凝土路面在中国得

到越来越广泛的应用。近年来,在中国高等级公路建

设中,混凝土路面已经成为其路面主要结构形式之一。
但随着公路交通量的飞速增长,以及车辆大型化和严

重超载等现象的增多,车辆增多、超载和超速等问题开

始变得日益严重,越来越引起了人们对道路安全问题

的关注。路基是路面结构的支撑体,经常出现的路面

损坏现象大都是路基稳定性差、强度不足、在外荷载作

用下导致过量变形所致。合理地选择路基施工措施是

获得坚实而又稳定的路基、保证路基路面整体具有良

好使用性能的关键。而构建沥青混凝土路面结构在动

荷载作用下的精确高效数值模型一直是路面结构体系

设计参数反演理论与技术研究的核心内容之一。正演

算法还是依据路面实测数据进行反演得到地下结构层

设计参数的前提,精确高效的正演模型对于提高反演

精度和效率具有重要意义。
因为路面所受的荷载主要是来自于汽车的运动荷

载,对道路工程的动力响应问题已经引起人们足够重

视,随着FWD的广泛应用,为了通过反演计算得到路

面结构的参数,出现了许多计算路面弯沉的正演方法,
但是大部分计算方法是把外力当成静荷载来计算弯沉

盆的最大位移。由于用落锤式弯沉仪测定路面的力学

响应是在动态荷载脉冲的作用下,并且路面结构,特别

是沥青路面面层在高温时呈黏弹性,如果对这种路面

结构仍采用静荷载作用下弹性层状理论,计算结果必

然与实际结果有较大误差。
随着计算机技术的飞速发展,越来越多的学者关

注在动荷载作用下混凝土路面的动力响应问题。虽然

有限元方法可以模拟复杂的路面结构,但是其计算效

率和精度严重受网格的影响。Al等开发了一种精确

的、计算独特的分析层状介质动态特性的正演算法,研
究了路面在落锤式弯沉仪(FWD)荷载脉冲作用下的响

应情况;Simon等提出了一种基于谱单元法的动态分析

方法来解释柔性路面的落锤式弯沉仪(FWD)试验。
近年来精细积分算法被广泛应用到层状介质动力

响应求解中。方宏远等采用基于两端边值问题的精细

积分方法,分析了电磁波在层状有耗介质中的反射与

透射问题,把控制方程按边值问题求解,可以避免在运

算过程中出现指数矩阵相乘的大数溢出问题,将数值

计算结果与广义传播矩阵方法加以对比;Lin等和

Han等运用精细积分算法求解得到了层状地基上任

意形状基础动力响应。该文基于传统谱单元方法,引
入精细积分算法代替传递矩阵算法求解路面层状结构

波数域内的动力位移响应,从而建立路面层状结构在

FWD荷载作用下的动力响应求解精确算法。通过与
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已有算法数值结果的对比验证该文算法的准确性,在
此基础上针对路面层状结构的杨氏模量以及厚度进行

广泛的参数分析,以期为工程实际提供可靠的理论和

数值基础,为路面结构设计和后期的维护方案选择提

供指导帮助。

2　问题描述

在各种无损检测方法中,落锤式弯沉仪因其具有

类似于卡车车轮施加的高振幅动态载荷的能力,已成

为测量路面挠度最广泛使用的技术。FWD 通过在

0.3m 直径的圆形板上从特定高度扔下一个落锤,对
路面产生冲击载荷。撞击产生的波在路面系统中传

播,由此产生的挠度由n 个检波器在距离圆形板中心

D 的地方测量。利用FWD对瞬态载荷和挠度进行监

测,测量弯沉盆中心点的位移响应。
在路面层状结构的表面半径为a 的圆形区域上

施加瞬态荷载Q(t),采用柱坐标系下的轴对称几何形

式可以较好地反映FWD测试的力学几何特性。该路

面由多层具有有限厚度hi 的水平层以及底部均质半

无限空间组成,每层介质均为均质弹性各向同性属性。
柱坐标系下轴对称问题的动力平衡方程如下:
∂σr(r,z,t)

∂r +
∂τrz(r,z,t)

∂z +

　　
σr(r,z,t)-σθ(r,z,t)

r =ρ
∂2u(r,z,t)

∂t2

∂σz(r,z,t)
∂z +

∂τrz(r,z,t)
∂r +

τrz(r,z,t)
r =

　　ρ
∂2w(r,z,t)

∂t2

ì

î

í (1)

式中:u(r,z,t)和w(r,z,t)分别为径向和竖向位移;
σr(r,z,t)、σθ(r,z,t)和σz(r,z,t)分别为径向、切向

和竖向正应力;τrz(r,z,t)为竖直面的切应力;ρ 为介

质的质量密度。
几何方程可以表示为:

εr(r,z,t)=
∂u(r,z,t)

∂r

εθ(r,z,t)=
u(r,z,t)

r

εz(r,z,t)=
∂w(r,z,t)

∂z

γrz(r,z,t)=
∂u(r,z,t)

∂z +
∂w(r,z,t)

∂r

wθ(r,z,t)=
∂u(r,z,t)

∂z -
∂w(r,z,t)

∂r

ì

î

í (2)

式中:εr(r,z,t)、εθ(r,z,t)和εz(r,z,t)分别为径向、
切向和竖向正应变;γrz(r,z,t)为竖直面的切应变;

wθ(r,z,t)为切向转动分量。
应力-应变关系可以表示为:

σr(r,z,t)=2Gεr(r,z,t)+λe(r,z,t)

σθ(r,z,t)=2Gεθ(r,z,t)+λe(r,z,t)

σz(r,z,t)=2Gεz(r,z,t)+λe(r,z,t)

τrz(r,z,t)=Gγrz(r,z,t)

ì

î

í (3)

式中:e(r,z,t)=εr(r,z,t)+εθ(r,z,t)+εz(r,z,

t);λ=2vG/1-2v( ) ,G=0.5E/(1+v);E、ν和G 分

别为弹性模量、泊松比和剪切模量。

3　势能方程

在亥姆霍兹分解中,材料的位移场表示为标量势

φ 的梯度和矢量势ψ 的旋度之和,如式(4)所示:

u=Ñφ+Ñ×ψ (4)
在轴对称运动中,矢量势ψ 只有一个分量ψθ。这

个性质把问题的解简化为只对标量势的解。为了方便

标记,用ψ 代替ψθ。同样,由于轴对称,θ方向的位移

分量等于零。用u 和w 分别表示r 和z 方向的位移

分量,位移分量与势的关系由式(5)、(6)表示:

u=
∂φ
∂r-

∂ψ
∂z

(5)

w=
∂φ
∂z+

1
r

·∂(rψ)
∂r

(6)

将式(5)、(6)代入式(2),并结合式(1)、(3)可得:

∂2φ
∂r2+

1
r

·∂φ
∂r+

∂2φ
∂z2=

1
c2

p
·∂2φ

∂t2 (7)

∂2ψ
∂r2+

1
r

∂ψ
∂r+

∂2ψ
∂z2-ψ

r2=
1
c2

s

∂2ψ
∂t2 (8)

式中:常 数 cp =[λ+2G( )/ρ]1/2 为 压 缩 波 速;cs

= G/ρ( )1/2 为剪切波速;式(7)、(8)为两种基本类型

的波:压缩波(P)和剪切波(S)。
对方程(7)、(8)采用 Fourier变换将方程由时域

变换到频域进行求解(频域内各变量由上标#̂　表示)

∂2φ̂
∂r2+

1
r

·∂φ̂
∂r+

∂2φ̂
∂z2=-

1
c2

p
·ω2φ̂ (9)

∂2ψ̂
∂r2+

1
r

·∂ψ̂
∂r+

∂2ψ̂
∂z2-φ̂

r2=-
1
c2

s
ω2ψ̂ (10)

首先构建方程(7)中标量势φ 的解,其中φ̂ 是r
和z两个正交轴的函数,所以方程的解可以由r 和z
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两个独立的函数组成:

φ̂(r,z)=R̂(r)·Ẑ(z) (11)

　　其中R̂(r)只是r 的函数并且Ẑ(z)只是z 的函

数。将式(11)代入式(9),通过分离变量等一系列的变

化可以得到R̂(r)和Ẑ(z)的两个独立常微分方程:

d2R̂(r)
dr2 +

1
r

·dR̂(r)
dr +k2R̂(r)=0 (12)

d2Ẑ(z)
dz2 +

ω2

c2
p
-k2æ

è

ö

ø
Ẑ(z)=0 (13)

设s=kr,利用链式法则,方程(12)可归纳为贝塞

尔方程:

s2d2R̂(s)
ds2 +s·dR̂(s)

ds +s2R̂(s)=0 (14)

方程(14)的解为第一类和第二类贝塞尔函数J0

和Y0。但是,当r=0时,Y0 变为无穷大,由于原点处

的振荡是有限的,所以Y0 的解被丢弃,而 R̂(r)的解

只剩下:

R̂(r)=A1J0(s)=A1J0(kr) (15)
其中A1 为边界条件确定的常数,k 为径向波数。

为了使问题离散化,引入径向边界条件是必要的。在

径向边界r=R 处(远离波源处),认为振荡振幅消失。
因此,式(15)的非平凡解变为:

R̂(R)=J0(kR)=0 (16)
这个条件可以满足于J0 函数的无穷多个正根

αm。式(16)表示kR=αm,因此k=km =αm/R。m 函

数表示为:

R̂m(r)=A1mJ0 kmr( ) =A1mJ0
αm

Rr
æ

è

ö

ø
(17)

式(17)为波动在r 方向上的解[方程(12)],在r
=R 处消失。每个函数对应于第m 个振型。这里可

以注意到,r=R 处的空间边界条件不可避免地导致

一组离散的正常模态振动波数。

在Ẑ 的情况下,函数随着位移的增大而减小,是
一个关于z的递减函数。方程(13)的对应解为:

Ẑmn(z)=A2me-ikpzmnz (18)

　　其中 A2m 为常数,由边界条件确定,i 为复数,

kpzmn 为竖直方向的波数,表示为:

kpzmn=
ω2

n

c2
p
-k2

m
æ

è

ö

ø

1/2

(19)

式中:cp 为压缩波速;ωn 为角频率。

因此,对于任意给定的角频率ωn,式(11)的解为:

φ̂mn(r,z)=Amne-ikpzmnzJ0 kmr( ) (20)
　　其中Amn 为常数,由边界条件确定,J0 为第零阶

贝塞尔函数。
同理可以得到式(10)的解为:

ψ̂mn(r,z)=Bmne-ikszmnzJ1 kmr( ) (21)

4　波动问题的谱双重求和

叠加原理是光谱分析方法的核心,由于方程(7)和
(8)是线性齐次的,由叠加原理可知存在无穷多个解

φ̂mn 和ψ̂mn[式(20)、(21)分别为式(7)、(8)的解]。然

而,通过使用离散化技术,双重总和离散角频率ωn 在

n=1,…,N 时和波数km 在m=1,…,M 时足以产生

系统的整体振动形状,消失在r=R 时。波方程在轴

对称系统下的一般解决方案是通过叠加给特定的解决

方案来解决:

φ(r,z,t)=∑
n
∑
m
Amne-ikpzmnzJ0 kmr( )e-iωnt

(22)

ψ(r,z,t)=∑
n
∑
m
Bmne-ikszmnzJ1 kmr( )e-iωnt (23)

N 和M 的极限值可以由加载脉冲的时间和空间

分布的振幅谱确定,对N 个频率的求和可以使用快速

傅里叶变换(FFT),对M 个波数的求和可以使用傅里

叶-贝塞尔级数。傅里叶级数的双求和法是该方法相

对于那些依赖于零到无穷积分的数值计算方法的一个

重要的计算优势。如果系统没有阻尼或对于小阻尼有

非常尖锐的峰值,那么这种集成将涉及奇点,并且需要

相当长的计算时间和计算能力。
在得到φ 和ψ 的解之后,代入式(5)、(6)中可得

轴对称介质表面位移表达式为:

w(r,z,t)

u(r,z,t){ }=∑
n
∑
m
P̂mnŜ km,z( )

J0 kmr( )

J1 kmr( ){ }eiωnt

(24)

式中:P̂mn 的振幅谱取决于空间和时间变化的负载脉

冲;Ŝ(km,z)为系统的传递函数。
由式(24)可知:M 个波数之和构成波的空间相依

性(振荡形状),N 个频率之和构成波的时间相依性。

5　精细积分算法

精细积分是求解一阶常微分方程的高精度算法,
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已被应用于结构动力分析、控制论、波导等诸多领域。
该方法通过将原有计算层厚度划分为2N1 个子层,然
后再将每个子层细分为2N2 个微层,对于微层,由于其

厚度非常小,其层间矩阵可利用幂级数展开求解。可

以证明级数展开的截断误差低于计算机的舍入误差,
从而得到几乎是计算机字节长上精确的数值解,并利

用结构力学中的多层子结构算法对这些微段进行合并

消元,在保证数值结果精度的前提下,大大提高运算

效率。
5.1　区间矩阵初始化

选取微层的层间矩阵作为初始矩阵进行求解,利
用如下公式计算系数矩阵:

A=-K-1
22K21,B=-(K11-K12K-1

22K21-

ρω2I),D=-K-1
22 (25)

其中:

K22 =
G 0
0 λ+2G

é

ë

ù

û
,K21 =KH

12 =ikm
0 G
λ 0
é

ë

ù

û
,

K11=km
2 λ+2G 0

0 G
é

ë

ù

û
(26)

层间矩阵F、G 和Q 由泰勒级数展开计算得到:

Q(τ)≈θ1τ+θ2τ2+θ3τ3+θ4τ4

G(τ)≈γ1τ+γ2τ2+γ3τ3+γ4τ4

F(τ)=I+F(τ)

F(τ)≈φ1τ+φ2τ2+φ3τ3+φ4τ4

ì

î

í (27)

　　其中τ为微层的厚度,系数矩阵计算公式为:
θ1=-B,　γ1=-D,　φ1=A (28)

θ2=- φH
1B+Bφ1( )/2

γ2= Aγ1+γ1AH( )/2

φ2= Aφ1+γ1B( )/2

ì

î

í (29)

θ3=- φH
2B+Bφ2+φH

1Bφ1( )/3
γ3= Aγ2+γ2AH +γ1Bγ1( )/3

φ3= Aφ2+γ2B+γ1Bφ1( )/3

ì

î

í (30)

θ4=- φH
3B+Bφ3+φH

1Bφ1+φH
1Bφ2( )/4

γ4= Aγ3+γ3AH +γ2Bγ1+γ1Bγ2( )/4

φ4= Aφ3+γ3B+γ2Bφ1+γ1Bφ2( )/4

ì

î

í (31)

5.2　区间矩阵合并

首先对微层采用如下公式进行合并:

Gc=G+ I+F
-

( )GI+QG( ) -1 I+F
-

H( )

Qc=Q+ I+F
-

H( )Q I+GQ( ) -1 I+F
-

( )

F
-

c= F
-

-GQ/2( ) I+GQ( ) -1+(I+

　　GQ)-1 F
-

-GQ/2( ) +F
-

I+GQ( ) -1F
-

ì

î

í (32)

由于微层的区间矩阵相同,因此可以简单地对式

(32)执行N2 次合并循环即可得到子层的区间矩阵。
其次在得到子层层间矩阵的基础上,再采用如下

公式对子层进行区间合并:

Fc=F2 I+G1Q2( ) -1F1

Gc=G2+F2 G-1
1 +Q2( ) -1FH

2

Qc=Q1+FH
1 Q-1

2 +G1( ) -1F1

ì

î

í (33)

最后,在得到子层区间矩阵后,进一步针对不同材

料属性的相邻层逐个进行合并,最终得到均质半无限

地基之上的所有层的区间矩阵F、G 和Q。

5.3　边界条件

得到所有层的区间矩阵F、G 和Q 之后,其上表

面、下表面位移(q0 和ql)和应力向量(p0 和pl)之间

的关系为:

ql=Fq0-Gpl

p0=Qq0+FHpl
{ (34)

其中:q0 和p0 分别为z=0处的位移向量和应力向

量;ql 和pl 分别为z=l处的位移向量和应力向量。
对于层状地基底部(第l+1层)为刚性基岩的情

况,需要满足第l层底部位移为0的边界条件,即:

ql=0 (35)
由式(34)得到路面位移与应力的关系:

p0= Q+FG-1FH( )q0=E(km)q0 (36)
对于层状地基下卧半无限空间的情况,需要考虑

无限远处的辐射边界条件。均质半无限地基顶部位移

和应力的关系为:

pl=R∞ql (37)
式中:R∞ 为一个实对称矩阵,表示半无限空间的刚度

矩阵,其计算可参见文献[12]。
由式(34)和式(37)对l层地基底部与半无限地基

顶部进行组装,消掉ql 和pl 可以得到层状地基表面

位移和荷载的关系为:

p0= Q+R∞F(GR∞ +I)-1FH( )q0=E(km)q0

(38)
将式(36)、(38)中的E(km)求逆可得频率-波数

域内层状地基表面在未知荷载作用下的位移为:

q0=S(km)p0且S(km)=E-1(km) (39)
式中:S(km)中的元素即为方程(24)中的传递函数。

6　数值算例

6.1　算法验证

(1)R、M 和N0 的确定
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式(24)中的双重求和积分涉及到上限的选取,为
获得精确的结果,选取一路面结构,对参数R、M 和

N0 的选取进行说明。路面结构包括3层,分别为混凝

土面层、基层和底基层,其材料参数见表1,底部地基

假定为均质半无限情况,其材料参数同样参见表1。

表1　混凝土路面结构和地基材料参数

路面结构

层和地基

厚度/

m
E/

MPa μ
ρ/

(kg·m-3)
ζ/

%

混凝土面层 0.15 3000 0.35 2400 5

基层 0.30 300 0.35 2300 2

底基层 0.60 150 0.35 1900 2

路基 - 75 0.35 1800 2

利用该文提出的算法,选取如图1所示的荷载时

程曲线作为FWD荷载,载荷幅值为40kN,持续时间

为30ms,荷载作用于半径为0.15m 的圆形表面,即
落锤的半径为0.15m,计算落锤中心点处的弯沉点

位移。
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图1　FWD荷载时程曲线

首先说明式(16)中R 的选取,其中 Fourier变换

样本数为N=2048个,波数样本数 M=1500个,选
取不同的R(R=1、10、30、50和60m)分别进行计算,
得到的落锤中心点位移时程曲线如图2所示。
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图2　参数R 的确定

由图2可见:当R=50和60m 时得到的位移时

程曲线基本相同,从而证明了双重求和积分对于R 有

良好的收敛性,在计算中可以选择有限的 R 进行

计算。
其次针对M 的选取进行说明,选取相同的路面结

构模型进行计算,其中 Fourier变换样本数为 N =
2048个,R=60m,选取不同数量的波数样本数 M
(M=100、500、800、1000和1200个)分别进行计算,
得到的落锤中心点位移时程曲线见图3。
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图3　参数M 的确定

由图3可见:当M=1000个和1200个时得到的

位移时程曲线基本相同,从而证明了双重求和积分对

于M 同样具有良好的收敛性,在计算中可以选择有限

的波数样本数M 进行计算。
最后,分析Fourier变换样本数中N0 的选取。选

取相同的路面结构模型进行计算,其中R=60m,M
=1500个,Fourier变换样本数为N=2048。值得注

意的是,并不是所有的Fourier变换样本均需要计算,
选择合适且有限的前 N0 个样本进行计算,不仅可以

得到精确的结果,而且可以极大地提高求解效率。针

对不同的N0(N0=10、50、80、120和150个),计算得

到的落锤中心点位移时程曲线如图4所示。
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图4　参数N0 的确定

由图4可见:当N0=120个和150个时得到的位

移时程曲线基本相同,从而证明了双重求和积分对于

N0 同样具有良好的收敛性,在计算中可以选择有限
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的N0 进行计算。
(2)弯沉位移时程曲线验证

在验证双重求和积分参数上限的选取之后,选择

合理的R、M 和ωn 即可得到高效而精确的结果。为

验证该文算法对于不同距离点弯沉位移响应的准确

性,选择与上例相同的路面结构和地基进行计算,取R
=50m,km=300,ωn=8rad/s,计算距离落锤中心点

距离为r=0、0.375、1和1.5m 位置弯沉点的位移响

应,计算结果与文献[9]进行对比,如图5所示。
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图5　该文算法结果与文献结果对比图

由图5可见:对于不同距离情况计算得到的弯沉

位移,两者基本吻合,从而验证了该文算法的准确性。

6.2　杨氏模量E 对路面结构动力响应的影响

路面结构杨氏模量是路面结构设计的一个重要指

标,其值直接影响着道路的承受能力和使用寿命。为

研究其对路面结构动力响应的影响,选取3层路面结

构进行求解分析,包括混凝土面层、基层和底基层,地
基假定为均质半无限空间,各层材料属性见表1。

(1)面层杨氏模量

为分析混凝土面层杨氏模量对路面动力响应的影

响,将面层的杨氏模量E 分别减小50%、增大50%和

增大100%进行计算,其他参数如表1所示。计算得

到的荷载作用点的位移响应以及距离荷载作用点2.0
m 内的位移响应最大值如图6所示。

由图6(a)可见:针对不同的杨氏模量E,位移时

程响应出现最大位移的时间基本一致,而最大位移值

变化较大,随着E 的增大,最大位移出现明显的减小

现象;由图6(b)可以看出:面层杨氏模量E 的大小,虽
然对荷载施加点的最大位移值影响较大,但对于距离

大于0.5 m 的 位 置 影 响 变 小,其 影 响 范 围 为 0~
0.5m。

(2)基层杨氏模量

为分析基层杨氏模量对路面动力响应的影响,将
基层的杨氏模量E分别减小50%、增大50%和增大
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(a) 荷载作用点处位移时程图

 

(b) 路面最大竖向位移
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图6　面层杨氏模量对路面动力响应的影响

100%进行计算,其他参数如表1所示保持不变。计算

得到的荷载作用点的位移响应以及距离荷载作用点

2.0m 内的位移响应最大值如图7所示。
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(a) 荷载作用点处位移时程图

(b) 路面最大竖向位移
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图7　基层杨氏模量对路面动力响应的影响
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由图7可见:针对不同的杨氏模量E,其对路面结

构动力响应的影响与面层基本相似,但是其影响的范

围比面层更大,在距离荷载施加点0~1.0m 范围内

基本都有影响,超过1.0m 范围影响较小。
(3)底基层杨氏模量

现把底基层的杨氏模量E 分别减小50%、增大

50%和增大100%。利用该文算法,求得路面结构动

力响应荷载作用点处的位移时程响应及距离荷载作用

点2.0m 内的位移响应最大值如图8所示。
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(a) 荷载作用点处位移时程图

(b) 路面最大竖向位移
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图8　底基层杨氏模量对路面动力响应的影响

由图8可见:底基层杨氏模量的不同,对于弯沉位

移时程曲线幅值的影响规律与面层和基层基本相同,
但是其对最大位移值的影响范围更大,在0~2.0m
范围内,最大位移曲线基本发生了平移。

7　结语

基于传统的谱单元法,引入精细积分算法求解频

率-波数域内弯沉点动力响应,进而求解路面层状结

构在FWD荷载作用下的弯沉位移响应。该算法采用

双重求和方式,选用有限的积分参数值代替无限积分,
在保证精度的同时较大地提高了求解效率。通过数值

算例验证了该文算法的准确性,在此基础上针对路面

结构层的杨氏模量对路面弯沉点位移响应的影响进行

了参数分析。结果表明:路面结构层的杨氏模量对弯

沉点最大位移值有显著的影响,随着杨氏模量的增大,
位移最大值明显减小;不同结构层对位移最大值的影

响范围不同,面层影响范围较小,基层影响次之,底基

层的影响范围最大。
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