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多元分布代表点法在服役锈蚀梁可靠性分析中的应用
蔡俊华1,2

(1.中国地质大学(武汉),湖北 武汉　430074;2.三明市交通建设集团有限公司)

摘要:为了高效率、高精度地对服役锈蚀梁可靠性展开研究,该文基于数论方法中的多

元分布代表点提出了一种新的可靠度计算方法。首先,介绍了多元分布代表点的定义和生成

方法,以及多元随机变量函数特征值(均值及标准差)的计算方法;随后建立了服役锈蚀梁的

抗弯承载力及可靠度计算模型;最后基于多元分布代表点法对服役锈蚀梁的承载力及可靠性

进行分析,并将分析结果与JC法及 MonteCarlo方法得到的计算结果进行对比。同时基于

不同混凝土保护层厚度和强度下锈蚀梁抗弯承载力的退化规律,对结构抗弯承载力进行敏感

性分析。研究结果表明:该文提出的方法具有较好的计算效率及较高的计算精度,能大幅减

少样本的数量,适应于工程实际运用。同时混凝土保护层厚度及强度的合理增大均能有效提

高锈蚀梁在服役过程中的抗弯承载力。
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　　在钢筋混凝土(RC)构件服役期间,由于氯离子侵

蚀等外界环境的影响,钢筋及混凝土的几何特性、材料

力学性能、钢筋混凝土之间的黏结程度均会发生一定

的改变,从而导致结构承载力和可靠性下降,最终带来

较大的人员伤亡和财产损失。近年来,部分学者对锈

蚀构件承载力及可靠性进行了大量研究。张克波针对

多片梁的正截面抗弯承载力进行对比试验,结合已有

研究成果,给出了极限状态下锈蚀 RC的应力应变关

系,并给出了一种锈蚀 RC梁抗弯承载力的计算分析

方法;牛荻涛等在国内外研究基础上,提出了锈蚀 RC
梁抗弯承载力计算方法,给出了锈蚀梁的抗力衰减随

机模型;秦权在考虑退化结构功能函数随机过程和3
种不同的活载过程基础上,推导出一个时段内的时变

可靠度公式,并用算例验证。目前大部分学者在计算

服役结构承载力或可靠度时均采用 Monte-Carlo法,
虽然此法得到的结果精度较高,但其计算复杂、计算成

本高昂,不利于作为实际工程可靠性分析的常规方法。
在锈蚀梁承载力分析中,选择适当的分析方法计

算承载力均值及标准差函数直接影响着可靠性分析的

准确性。目前越来越多的学者关注结构可靠性的分析

方法。王国萍基于桥梁结构抗力分析,运用中心点法、

JC法、映射变换法和实用分析法对结构可靠指标进行

计算,给出了计算迭代步骤,并对比分析了以上方法的

优劣;汪新槐等通过传统的蒙特卡罗方法和 GLP点集

法对多维数值积分的计算进行对比分析,得出数论方

法具有传统方法不可比拟的高精度,并使用数论方法

对结构的可靠度分析进行计算;崔维成等利用改进的

Rosenbluthe法对现有计算随机变量函数均值与标准
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差进行了详细的研究,并对结构的可靠度进行了计算。
但现有分析方法在精度、计算效率、计算成本等方面或

多或少具有一定的缺陷,所以亟需对可靠性分析方法

进行深入研究。
数论方法是一种强有力的统计应用工具,具有高

精度、简便、快速的优点,且随着相关知识的发展,其越

来越多地应用在经济、机械、工程等领域。因此,在现

有研究的基础上,该文将数论中的多元分布代表点法

与服役锈蚀梁承载力及可靠度分析模型相结合,提出

了一种新的可靠度分析方法,并通过算例分析将上述

方法与传统结构可靠性分析方法进行比较,验证了该

法的有效性。

1　多元分布代表点法

1.1　方法介绍

多元分布代表点法与 Monte-Carlo分析方法类

似,两者最主要差别是前者是基于生成的代表点进行

计算,而后者是基于随机变量进行分析。由文献[12]
可知:假设G(x)=G(x1,x2,…,xn)是一定义在S 维

空间(Rs)上的、有界闭区间D 的连续均匀分布函数,
{Pn}为上述S 维空间中某一拥有固定结构的、个数为

n 的点序列,如果Pn 关于G(x)的F-偏差满足式

(1)、(2),则{Pn}可视为有界闭区间 D 上的均匀散

布。且若n 个点集P∗ 满足式(3),则点集P∗ 即为连

续分布函数G(x)的代表点:

DG(n,pn)=o(n-1/2),n→+∞ (1)

DG(n,pn)=supx∈Rs Gn(x)-G(x) (2)

DG(n,P∗ )=min
p
DG(n,Pn) (3)

其中:Gn(x)为样本x1,x2,…,xn 的经验分布。
在数论方法中,代表点生成方法因不同的分布类

型而有所差异。对于S 维空间多元连续分布函数而

言,该文采用 NTSR算法(具体步骤见算例分析)生成

所需的代表点,该法的关键在于如何有效、快捷地寻找

数论网格。王元等在《数论方法在统计中的应用》中介

绍了多种寻找数论网格的方法,该文选取计算较为简

便的 Haber序列来寻找S 维单位立方体上的数论网

格,其主要计算公式如下:

cm =
æ

è

m(m+1)
2 Z1 ,m(m+1)

2 Z2 ,…,

m(m+1)
2 Zs

ö

ø
(4)

式中:cm 为s 维单位立方体上求得的一个数论网格

(NT-net);m=1,2,…,n;Zk(k=1,2,…,s)为第

k个质数。

1.2　随机变量函数特征值计算

对于任意计算方法而言,随机变量的特征值是整

个计算过程的基础。该文采用 NTSR 算法得到的多

元分布代表点来代替多元分布函数G(x)的s 个变

量,在求得随机变量的特征值后,依据相关的计算模型

对锈蚀梁承载力及可靠度展开分析。其中多元随机变

量函数的均值和标准差可由下式计算得到:

μG =∑
n

m=1
Gtm( )/n (5)

σG = [∑
n

m=1
G2tm( ) -nμ2

G]/(n-1) (6)

式中:tm 为抗弯承载力R(t)的第m 个代表点。

2　锈蚀梁的可靠度分析

2.1　承载力计算模型

钢筋混凝土结构在服役过程中,受到氯离子侵蚀、
混凝土碳化、劣化效应等各种因素的影响,导致钢筋锈

蚀后的截面面积、钢筋屈服强度、混凝土和钢筋之间的

黏结效应等随着时间的推移发生退化,从而导致结构

承载能力下降。该文以矩形截面梁为例(其他截面梁

除抗力计算公式略有差异,其余均一致),考虑锈蚀对

钢筋截面面积、钢筋屈服强度及钢筋与混凝土之间的

黏结性能等多方面的影响,综合文献[14]的结论,得到

服役RC梁的极限抗弯承载力R(t)计算公式:

Rt( ) =∑
q

i=1
ME·MEbond·Rit( ) h0-

Rit( )

2fcukb
é

ë

ù

û

(7)
式中:ME 为模型不确定系数,其均值和方差分别为1
和0.04;MEbond 为锈蚀钢筋与混凝土的协同工作系

数,其取值见文献[15];q为计算服役梁抗力时材料类

型的数量;Ri(t)为第i种材料锈蚀后的抗力时变函

数,其中钢筋锈蚀后的抗力可用t时刻的钢筋剩余截

面面积与屈服强度的乘积表示,计算方法见文献[16];

h0、fcuk 和b分别为截面的有效高度、混凝土抗压强度

和梁宽。

2.2　可靠度分析

在得到服役锈蚀梁抗弯承载力退化模型后,即可

建立与之对应的弯曲强度极限状态函数:

Zt( ) =Rt( ) -St( ) =R(t)-SG-SQ(t) (8)
式中:SG 和SQ(t)分别为恒载和活载的作用效应。
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在t时刻,当Z>0时,结构抗力大于所承受的荷

载效应,此时结构处于可靠状态;当Z<0时,结构抗

力小于所承受的荷载效应,对应结构处于失效或破坏

状态;当Z=0时,结构抗力与承受的荷载效应一致,
结构处于极限状态。

根据式(9)可以求得任意时段内失效个数nf,则系

统抗弯可靠度指标β可由式(10)计算得出。运用多元

代表点法计算系统抗弯可靠度指标的流程图见图1。

Pr=1-Pf=1-nf/n (9)

采用 Haber 序列法生成数据网格

采用 NTSR 算法生成代表点

初始化，设定循环次数为：For i=0 to n

调用失效函数 Pf

循环结束

计算结构抗弯可靠度指标
是

开始

否

图1　该文所提出方法的计算流程图

　　β=-Φ-1 Pf( ) (10)
式中:n 为采样数目;Φ-1()为标准正态分布的反函

数。

3　算例分析

3.1　工程概况

该文以一座建于20世纪80年代的钢筋混凝土实

心板桥为例进行抗弯承载力及可靠度的计算。该桥计

算跨径及桥面净宽分别为11.2、10m,板宽和板高分

别为1.1、0.68m,桥面铺装由3.6cm 的沥青混凝土

和10cm 的水泥混凝土组成,设计荷载对应现行的公

路-Ⅱ级。主梁受拉主筋为14ϕ28,混凝土标号为

C30,保护层厚度25mm,环境温度和湿度分别为22
℃和78%,参考同类海岸线结构大气区环境,腐蚀电

流密度视为均值2.95μA/cm2、变异系数为0.7的对

数正态分布。单片主梁横截面如图2所示,其余与抗

弯承载力及可靠度计算相关的统计参数见表1。

1428

1 100

68
0

10
0

36 沥青混凝土

混凝土

图2　单片主梁横截面示意图(单位:mm)

表1　参数统计结果

项目
混凝土保护

层厚度C

混凝土抗压

强度fcuk

钢筋初始

直径D0

钢筋初始屈

服强度fyo

梁截面有

效高度h0

梁的截面

宽度b

梁的截面

高度h

均值 1.0178 1.5868 1.000 1.0849 1.0112 1.0013 1.0064

变异系数 0.0496 0.1928 0.015 0.0719 0.0236 0.0081 0.0255

分布类型 正态分布 正态分布 正态分布 正态分布 正态分布 正态分布 正态分布

参考文献 [18] [19] [18] [20] [21] [22] [22]

3.2　计算步骤

运用多元分布代表点法,结合由式(7)给出的抗弯

承载力计算模型,即可求出任意时间点锈蚀梁剩余抗

弯承载力。现举例计算t=100年时锈蚀梁的抗弯承

载力,具体计算步骤如下(计算均用 Matlab实现):
(1)分别求出t=100年时 MEbond 和 Ri(t)两个

参数的均值和方差,则式(7)中的6个随机变量均值、
标准差均为已知。

(2)由式(7)可确定s=6,取样本数量n=2500,

p1=1,p2=3,p3=5,p4=9,p5=11,p6=13,利用

Haber序列,作为生成数论网格的方法,代入式(4),分
别求出以上所有的数论网格{cm,m=1,2,…,n }。

(3)定义正随机变量R=ME,其分布函数的逆函

数为 F-1
R ,使 用cm 中 的 最 后 一 个 分 量cm6,求 出

{F-1
R cm6( ) ,m=1,…,n},记为rm。同时使用cm 中的

前5个分量,产生有界闭区间 D 上的数论网格{ym,

m=1,2,…,n }。
(4)把rm 和ym 的乘积作为式(7)抗弯承载力

R(t)的代表点集{tm,m=1,2,…,n }。
(5)把求得的代表点集{tm,m=1,2,…,n }分

别代入式(5)、(6),即可求得t=100年时,锈蚀梁抗弯

承载力R(t)的均值和标准差。

3.3　抗弯承载力计算结果及敏感性分析

为了验证多元分布代表点法的有效性,该文同时
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采用计算精度高、稳定性好、但计算成本非常高的

MonteCarlo法对锈蚀梁在设计使用期100年内的抗

弯承载力进行计算,并对两种方法得到的计算结果进

行比较,具体如图3所示。
由图3可知:无论采用哪种计算方法,由于服役初

期结构混凝土的强度会有一定的增加,构件抗弯承载

力均值都会略微增大。而从第16年开始,由于混凝土

开裂及钢筋开始锈蚀,结构抗弯承载力的均值均逐渐

下降,且下降速率呈现先快后慢的特点。同时整个服

役期间,服役结构抗弯承载力的标准差均逐渐加大。
对于抽样次数为50000的 MonteCarlo法而言,

该梁服役100年后抗弯承载力均值和标准差的计算结

果分别为918.7kN·m 和78.5kN·m,而基于样本

数为2500的多元分布代表点法得到的对应结果分别

比上述值高2.45%和低5.35%,其均值和标准差分别

为941.2kN·m 和74.3kN·m。此外,Matlab软件

程序性能测试功能显示后者的计算完成时间仅为前者

的1/6。综上可知:多元分布代表点法在计算结构承载

力时具有较高的精度,其产生的代表点较 MonteCarlo
法产生的随机数具有更小的离散性,且所要求的样本点

较少,计算速度更快,具有良好的实践运用价值。

（a） 锈蚀梁抗弯承载力均值

（b） 锈蚀梁抗弯承载力标准差
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图3　锈蚀梁抗弯承载力均值及标准差变化情况

由于不同地区的环境、不同材料的结构性能及结

构尺寸不同,RC桥梁的抗弯承载力退化有较大差异。
因此有必要对RC构件抗弯承载力退化进行敏感性分

析,为桥梁结构设计优化提供基础。该文基于所提出

的方法,分析不同混凝土保护层厚度及强度对服役锈

蚀梁抗弯承载力均值的影响,具体结果如图4、5所示。
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图4　保护层厚度和抗弯承载力均值

不同混凝土保护层厚度和强度对应的服役梁正截

面抗弯承载力在服役年限内有着较大差异。由图4可

知:随着保护层厚度的增大,结构抗弯承载力均值下降

开始的时间逐渐延后,且最终降低幅度也大幅减小。
这主要是因为混凝土保护层厚度的增加能提高混凝土

对钢筋的保护,延缓氯离子的侵蚀过程,较大幅度地降

低结构性能退化。由图5可知:在该文研究的混凝土

强度变化范围内,随着混凝土强度的增加,结构的初始

抗弯承载力和锈蚀后的抗弯承载力均有一定的提高,
但增加的幅度逐渐减小。综上可知,在合理的范围内

增加混凝土保护层厚度或强度均能有效提高服役锈蚀

梁的抗弯承载力。因此,在 RC桥梁的实际设计和施

工过程中,应选取合适的混凝土保护层厚度和强度,保
护结构免于过早锈蚀,防止事故的发生。
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图5　混凝土强度和抗弯承载力均值

3.4　可靠度分析

在得到服役锈蚀 RC梁的抗弯承载力后,即可通

过式(8)~(10)进一步得到系统抗弯可靠度指标,其中

恒载、活载、车辆荷载效应模型见文献[22]。图6为基

于多元分布代表点法、MonteCarlo法及JC法3种不

同方法得到的锈蚀RC梁在服役100年内的抗弯可靠

度时变图。
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图6　不同方法可靠度指标β计算结果比较

由图6可知:随着服役时间的增加,3种方法计算

得到的可靠度指标β均逐渐降低。若以多元分布代表

点法得到的结果为参考,该桥在服役72年左右将达到

规范规定的可靠度指标极限值(β=4.2),所以在此之

前应对该桥梁进行必要的维护加固处理,确保结构安

全、可靠。由图6进一步分析可知:基于多元分布代表

点法(样本数为2500)得到的可靠度计算结果比JC法

对应结果更为接近基于 MonteCarlo法(抽样次数为

50000)得到的计算结果。同时,在 Matlab计算过程

中,3种方法的计算效率由高到低依次为:JC法、多元

分布代表点法和 MonteCarlo法。因此,该文提出的

多元分布代表点法较JC法精度更高,较 MonteCarlo
法计算速度更快,得到的统计参数离散性更小,且能大

幅降低所用样本数量。因此该法可以用来进行服役锈

蚀梁的可靠性分析。

4　结论

(1)介绍了多元分布代表点法在服役锈蚀梁可靠

性分析中的运用,并基于算例分析与传统分析方法进

行了比较,验证了该法的有效性。
(2)该文提出的多元分布代表点法较JC法精度

更高,较 MonteCarlo法计算速度更快,得到的统计参

数离散性更小,且能大幅地降低所用样本数量。因此

该法可以较好地用来分析服役锈蚀梁可靠性。
(3)对服役RC构件的抗弯承载力进行了敏感性

分析,发现在合理的范围内增加混凝土保护层厚度或

强度均能有效提高服役锈蚀梁的抗弯承载力。
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