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改进的无单元Galerkin方法在沥青路面

动态响应中的应用
彭妙娟,付杨

(上海大学 土木工程系,上海市　200444)

摘要:基于改进的无单元 Galerkin方法,建立了三维沥青路面弹性动力学计算模型。对

路面结构在匀速移动荷载作用下的动力响应进行了分析,得到了沥青路面各层的竖向位移、

应力和最大剪应力的时程曲线,并将改进的无单元Galerkin方法计算结果和有限元数值模拟

结果进行了对比;同时研究了不同车速下路面应力和位移响应的变化规律。结果表明:改进

的无单元 Galerkin方法在路面动力响应分析中是有效的;沥青面层表面的位移、压应力及剪

应力最大;基层底部的拉应力最大;较高的车速可以减小沥青路面结构内部的动力响应。

关键词:道路工程;改进的移动最小二乘法;改进的无单元 Galerkin方法;三维沥青路

面;弹性动力学;动力响应

　　无网格方法是近年来快速发展的数值方法,由于

该类方法的计算基于节点而非网格,因而在对大变形、
断裂、爆炸等问题进行研究时具有一定优势,现在已成

为计算力学领域的研究热点。
无网格方法主要有无单元 Galerkin方法、无网格

局部 法、径 向 基 函 数 法、自 然 单 元 法,其 中 无 单 元

Galerkin(Element-FreeGalerkin,EFG)方法是使用

最普遍的无网格方法之一,EFG方法采用移动最小二

乘法建立逼近函数,但计算量相比有限元较大。程玉

民等基于移动最小二乘法,提出了改进的移动最小二

乘法,并以此为基础,建立了改进的无单元 Galerkin
(ImprovedElement-FreeGalerkin,IEFG)方法,并
将其应用到势问题、瞬态热传导、波动方程、弹性力学

和弹性动力学、断裂力学、黏弹性力学,由于改进的移

动最小二乘法形成的方程组易于求解且不会形成病态

方程组,因而IEFG 方法比EFG 方法具有更高的计算

精度和计算效率。
姚莉莉等基于变分原理,将温度荷载与车辆荷载

进行耦合,并利用无网格方法计算分析了路面结构的

温度场和应力场;李荣鑫等利用EFG方法模拟了沥青

路面的力学行为,对沥青路面的车辙进行了分析;彭妙

娟,席伟成等利用IEFG方法,通过设置不同的节点数

量和影响域比例参数,对机场复合道面的位移和应力

进行了分析;邹诗莹等将断裂力学和IEFG方法结合,
分析了机场复合道面的反射裂缝。

目前,国内外在求解沥青路面动力响应时,使用有

限元方法较多,而将无网格方法应用到路面动力响应

的相关研究还较少。因此使用改进的无单元 Galerkin
方法对沥青路面动态响应的研究非常必要。

该文建立三维沥青混凝土路面分析模型,基于三

维弹性动力学问题的IEFG方法对沥青路面结构的动

力响应进行计算,并对路面结构不同深度的动力响应

及位移进行分析。

1　改进的移动最小二乘法

在改进的移动最小二乘法中,逼近函数uh(x)的
形式为:

uh(x)=∑
m

i=1
pi(x)·ai(x)=pT(x)·a(x)(x

∈ Ω) (1)

式中:m 为基函数个数;p(x)=[p1(x),p2(x),…,

pm(x)]为基函数;ai(x)为相应的系数。

在点x 邻域内的局部逼近函数为:
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uh(x,■x=∑
m

i=1
pi(■x)·ai(x)=pT(■x)·a(x)

(2)

式中:■x 为点x 局部邻域内的点。

定义泛函:

J=∑
n

I=1
w(x-xI)[uh(x,xI)-uI]2=∑

n

I=1
w(x

-xI)∑
m

i=1
pi(xI)·ai(x)-uI[ ]

2 (3)

式中:xI 为点紧支域内的节点;w(x-xi)为权函数;n
为影响域覆盖点x 的节点数。

将式(3)用矩阵形式表示:

J=(Pa-u)TW(x)(Pa-u) (4)

uT=(u1,u2,…,un) (5)

P=

p1(x1) p2(x1) … pm(x1)

p1(x2) p2(x2) … pm(x2)
︙ ︙ ⋱ ︙

p1(xn) p2(xn) … pm(xn)

é

ë

ù

û

(6)

W(x)=
w(x-x1) 0 … 0

0 w(x-x2) … 0
︙ ︙ ⋱ ︙

0 0 … w(x-xn)

é

ë

ù

û

(7)

为使误差最小,对J 求一阶导数,从而得到系数

向量:

A(x)a(x)=B(x)u (8)
其中:

A(x)=PTW(x)P (9)

B(x)=PTW(x) (10)

利用Schmidt正交化方法将基函数正交化,例如

对基函数:

q=(qi)=(1,x1,x2,x3,x2
1,x2

2,x2
3,x1x2,x2x3,

x3x1,…) (11)

正交化后的正交基函数为:

pi=qi-∑
i-1

k=1

(qi,pk)
(pk,pk)pk,(i=1,2,3,…) (12)

为加权的正交基函数组:
(pi,pj)=0,(i≠j) (13)

由式(8)~(13)可得:

a(x)=A∗ (x)B(x)u (14)

其中:

A∗ (x)=

1
(p1,p1)

0 … 0

0
1

(p2,p2)
0 0

︙ ︙ ⋱ ︙

0 0 … 1
(pn,pn)

é

ë

ù

û

(15)
将式(14)代入式(1),可得:

uh(x)=Φ(x)u=∑
n

I=1
ΦI(x)uI (16)

其中Φ(x)为形函数:

Φ(x)=[Φ1(x),Φ2(x),…,Φn(x)]=pT(x)·

A∗ (x)B(x) (17)

2　 三 维 弹 性 动 力 学 的 改 进 的 无 单 元

Galerkin方法

　　三维线弹性动力学的控制方程为:

LTσ+b=ρ̈u+μ̇ui,(x∈Ω) (18)
式中:L 为微分算子矩阵;σ 为应力向量;b 为外力向

量;ρ为质量密度;μ 为阻尼系数;u 为位移向量;̇u 为

速度向量;̈u 为加速度向量。

L(·)=

∂
∂x1

0 0

0
∂

∂x2
0

0 0
∂

∂x3

∂
∂x2

∂
∂x1

0

∂
∂x3

0
∂

∂x1

0
∂

∂x3

∂
∂x2

é

ë

ù

û

(·) (19)

σ=[σ11,σ22,σ33,σ12,σ13,σ23]T (20)

b=[b1(t),b2(t),b3(t)]T (21)

u=[u1(t),u2(t),u3(t)]T (22)

u̇=[̇u1(t),̇u2(t),̇u3(t)]T (23)

ü=[̈u1(t),̈u2(t),̈u3(t)]T (24)
边界条件为:

u=■u(x∈Γu) (25)
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n·σ=■t(x∈Γt) (26)

式中:■u 为边界Γu 上的已知位移;■t为边界Γt 上的已

知面力;Γ=Γu∪Γt 为求解域 Ω的边界;n 为边界Γt

的外法线方向余弦。
初始条件为:

u(x,t0)=u0(x),(x∈Ω) (27)

u̇(x,t0)=v0(x),(x∈Ω) (28)
式中:u0 为点x 的初始位移;v0 为点x 的初始速度

向量。
采用罚函数法施加位移边界条件,可得弹性动力

学的 Galerkin积分弱形式:

∫Ω
δuT·ρ·̈udΩ+∫Ω

δuTμ̇udΩ+∫Ω
δεT·σdΩ-

∫Ω
δuT·bdΩ-∫Γt

δuT·■tdΓ+α∫Γu
δuT·Su-■u( )dΓ

=0 (29)
式中:α为罚因子。

由弹性问题的几何方程和本构方程,代入改进的

移动最小二乘法的逼近函数式(1),可得:

MÜ(t)+CU
·
(t)+(K+Kα)U(t)=F(t)+Fα

(30)
其中:

KIJ =∫Ω
BT

IDBJdΩ,(I,J=1,2,…,M) (31)

U=[uT
1(t),uT

2(t),…,uT
M (t)]T (32)

MIJ =∫Ω
ΦIρΦJdΩ (33)

CIJ =∫Ω
ΦIμΦJdΩ (34)

FI =∫Ω
ΦIbdΩ+∫Γt

ΦJt
-

dΓ (35)

Kα
IJ =α∫Γu

ΦISΦJdΓ (36)

Fα
I =α∫Γu

ΦISu
-

dΓ (37)

BI =

ΦI,1 0 0

0 ΦI,2 0

0 0 ΦI,3

ΦI,2 ΦI,1 0

ΦI,3 0 ΦI,1

0 ΦI,3 ΦI,2

é

ë

ù

û

(38)

D=
E(1-ν)

(1+ν)(1-2ν)·

1
ν

1-ν
ν

1-ν 0 0 0

ν
1-ν 1

ν
1-ν 0 0 0

ν
1-ν

ν
1-ν 1 0 0 0

0 0 0
1-2ν

2(1-ν) 0 0

0 0 0 0
1-2ν

2(1-ν) 0

0 0 0 0 0
1-2ν

2(1-ν)

é

ë

ù

û

(39)

S=
S1 0 0
0 S2 0
0 0 S3

é

ë

ù

û

(40)

若x1、x2 或x3 方向有位移约束,对应的S1、S2

或S3 为1,否则为0。

时间域[0,T]被离散为n 个时间步,即 Δt=
T
n

。

假设在时刻t,位移Ut 和对应导数U
·
、Ü 的值均已知,

对U
·

t+Δt 和Ut+Δt 进行二阶 Taylor展开,可得:

Ut+Δt = Ut + ΔtU
·

t +
1
2

(1 -β2 )Δt2Üt+

1
2β2Δt2Üt+Δt (41)

式中:β1 和β2 为 Newmark参数,这里取β1=
3
2

,β2=

8
5

。

令α1=
2

β2Δt2,α2=
2

β2Δt
,α3=

1
β2

-1,由式(30)可

得:
(α1M +β1α2C+K +Kα)Ut+Δt =Ft+Δt +Fα +

M(α1Ut+α2U
·

t+α3Üt)+C
é

ë
β1α2Ut+

2β1

β2
-1

æ

è

ö

ø
U
·

t+

β1

β2
-1

æ

è

ö

ø
ΔtÜt

ù

û
(42)

阻尼矩阵采用瑞利阻尼:C=αM +βM,其中α、β
为阻尼系数。

3　三维动力学IEFG 方法在沥青路面

动态响应中的应用

　　该文利用 Matlab编制了无网格法程序,建立了4
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层结构的路面分析模型,基于三维弹性动力学IEFG
方法对移动荷载作用下的路面动态响应进行了计算,
具体计算流程为:

(1)确定路面几何尺寸,输入路面材料参数。
(2)在求解域内确定坐标系,设置节点坐标,对应

编号建立节点信息。
(3)形成用于数值积分的背景积分网格,并建立

Γu 和Γt 的边界积分网格信息。
(4)根据背景网格和边界生成 Gauss积分点并计

算对应 Gauss点积分信息。
(5)形成刚度矩阵K,质量矩阵 M,阻尼矩阵C,

全局罚函数矩阵Ka 及列向量Fα。
(6)确定车轮移动位置并计算初始位移矩阵U0,

速度矩阵U̇0,加速度矩阵Ü0。
(7)根据车轮移动速度,确定时间步长Δt及等效

刚度矩阵K̂。
(8)进入时间步循环,计算时间t+Δt的节点荷

载向量Ft+Δt。
(9)求解并输出路面各层计算点的位移、速度、应

变和应力。
(10)返回步骤(6),计算 Δt内车轮移动距离,确

定新的荷载位置。

3.1　路面结构和参数

该文采用中国典型的半刚性沥青路面结构,路面

结构及其各层材料参数见表1。

表1　沥青路面结构和参数

路面时间
厚度/

cm

动态压

缩模量/

MPa

泊松比

υ

密度

ρ/
(kg·m-3)

沥青面层 18 8000 0.25 2600

水泥稳定碎石 40 20000 0.25 2300

二灰土 20 6000 0.25 1900

土基 300 40 0.40 1900

3.2　计算模型

沥青路面计算模型尺寸为:路面宽度方向3.75
m,长度方向8.68m,厚度方向3.78m。图1为路面

模型节点分布,总节点数为2304个;共1736个积分

子域,各个子域均采用3×3阶 Gauss积分,取影响域

比例参数dmax=2,罚因子为1×1010。为提高计算精

度,采用局部细化的方式划分网格,在荷载作用区附近

细化。

0
-0.5
-1.0
-1.5
-2.0
-2.5
-3.0
-3.5

-1 0 1 -4 -3
-2-1

0 1 2 3 4

x y

z

o

厚
度
/m

宽度/m
长度/m

图1　路面模型节点分布

3.3　匀速移动荷载的模拟

图2为移动荷载加载过程,其中,黑色部分为等效

荷载,箭头为荷载移动方向。将荷载的运动路径简化

为水平表面上的两条矩形条带,荷载大小取0.7MPa,
作用面积简化为两个0.186m×0.28m 的矩形,轮隙

带取0.128m,设计车速V=100km/h,通过调节荷载

的作用时间来模拟不同的车速,为减小边界条件对结

果的影响,移动荷载加载过程如图2所示。

等效荷载

8.68

计算点

x

yo

3.
75

图2　移动荷载加载过程(单位:m)

4　三维沥青路面动态响应计算结果与

分析

　　选取路面结构中心线上的各点作为计算点,利用

弹性动力学IEFG方法进行计算,得到计算点在移动

荷载作用下的竖向位移,并将其与有限元软件 Abaqus
的计算结果进行对比,沥青路面面层顶部计算点在移

动荷载下的竖向位移比较见图3。
从图3可知:IEFG 弹性动力学方法的计算结果

与有限元Abaqus计算结果吻合,说明了IEFG动力学

方法在分析沥青路面动态响应方面的有效性。

4.1　沥青路面结构层竖向位移分析

图4为沥青路面垂直方向各层计算点位置的竖向

位移时程曲线。
从图4可以看出:当荷载向计算点方向移动时,计

算点的竖向位移快速增大,荷载在驶离计算点时,计算
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图3　面层顶部竖向位移比较
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-0.08

-0.10

0.270.240.210.180.150.120.090.060.030

时间/s

图4　各层竖向位移时程曲线

点位置各个深度的竖向位移迅速减少。在路面结构各

层计算点的时程曲线中,竖向最大位移发生在沥青面

层,为0.0975mm,基层底部、底基层底部的竖向位移

分别占沥青面层位移的95.7%和93.2%;土基层顶

部、中部分别占沥青面层位移的93.2%和26.9%。由

以上分析可知:随着深度的增大,竖向位移值不断减

小,竖向位移主要发生在土基中部以上。

4.2　沥青路面结构层应力响应分析

图5为路面结构计算点在移动荷载作用下的竖向

应力、横向应力和水平应力时程曲线。图6为最大剪

应力时程曲线。
由图5可以看出:
(1)在各计算点位的竖向应力时程曲线中,路表

面承受最大压应力,大小为0.38MPa;面层底部应力

为0.17MPa;在底基层底部计算点位置,压应力值为

0.08MPa;随着深度增加,土基中的应力值逐渐趋近

于零。由以上分析可知:随着深度的增大,竖向应力减

小,路面表面层承受了较大的压应力,易产生破坏。
(2)路面结构的横向应力时程曲线和水平应力时

程曲线的变化趋势基本一致,其中拉应力和压应力都

有,并随深度增加呈交替变化。两个方向的最大压应

力均出现在路表面,大小分别为0.27、0.30MPa;随着

（c） 水平应力

 

 

 

（a） 竖向应力

（b） 横向应力
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应
力
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Pa
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图5　沥青路面结构层应力响应时程曲线
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图6　最大剪应力时程曲线

深度的增加,两个方向的压应力均在面层快速减小,并
在基层中由压应力转化为拉应力,两个方向最大拉应

力均发生在基层和底基层的接触面,其 值 分 别 为
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0.19、0.23MPa,从基层底部到土基中部,随深度的增

加,两个方向的拉应力均逐渐减小,且在底基层的中上

部,拉应力减小幅度最大,土基顶面拉应力值均为

0.05MPa。通过以上分析可得:在匀速荷载作用下,
路面结构受力最为不利的位置分别为沥青面层表面和

基层底部。
图6为在移动荷载作用下最大剪应力时程曲线。
由图6可以看出:在移动荷载作用下,沥青面层剪

应力最大,为0.076MPa,从面层底部到基层底部,剪
应力逐渐增大,底基层和土基中的剪应力较小。由以

上分析可知:路表面产生的剪应力最大,所以路表面层

易产生剪切破坏。

5　不同速度下路面结构中最不利应力

分析

　　通过以上对移动荷载作用下路面结构的应力分析

可知:最不利受力位置分别为沥青面层表面和基层底

部,而由于汽车在公路上行驶时,不同路段的行驶速度

可能不同,因此该文分析在不同行驶速度下,沥青面层

压应力和基层底部拉应力的变化规律。
图7为不同车速下的沥青面层最大竖向应力,图

8为不同车速下的底基层底部最大横向拉应力,图9
为不同车速下的底基层底部最大水平拉应力,图10为

不同车速下的沥青面层最大竖向位移。

 0.40

0.39

0.38

0.37

0.36

0.35

最
大

竖
向

压
应

力
/M

Pa

80 90 100 110 120

行驶速度/（km·h-1）

图7　不同车速下的沥青面层最大竖向应力
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图8　不同车速下的底基层底部最大横向拉应力
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图9　不同车速下的底基层底部最大水平拉应力
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图10　不同车速下的沥青面层最大竖向位移

由图7~10可以看出:路面结构的最不利应力和

路表竖向位移均随车速的增大而逐渐减小,且最不利

应力的减小速度,随速度的增大而加快,而最大竖向位

移的减小速度,随速度的增大而减小。从以上分析可

知:车速对沥青路面的应力和位移均有影响,且对应力

的影响较位移的影响大。由此可见,低速行驶对路面

的损害较大。

6　结论

运用改进的无单元 Galerkin方法,建立了三维沥

青路面弹性动力学计算模型。对路面结构在匀速移动

荷载作用下的动力响应进行了分析,得出以下结论:
(1)将弹性动力学改进的无单元 Galerkin方法应

用于三维沥青路面的动态响应分析,并和有限元的结

果进行了对比,计算结果吻合,说明了IEFG方法在三

维沥青路面动力响应分析中的有效性。
(2)路面结构在移动荷载作用下的动态响应中,

最大位移发生在沥青面层表面,随着深度的增大,竖向

位移值不断减小,计算结果表明:竖向位移主要发生在

土基中部以上,所以提高该结构层压实度能有效降低

竖向位移。
(3)沥青面层表面承受着竖直方向的最大压应

力,面层和基层中的压应力随深度增加快速减小;基层

底部的横向和水平方向的拉应力最大,由此可见基层
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与底基层结合处,最容易发生破坏。
(4)沥青面层表面产生的剪应力最大,因此增大

沥青面层材料的抗剪强度,可防止沥青面层表面发生

剪切破坏。
(5)路面结构的最不利应力,以及路表的最大竖

向位移,均随车速的增大而逐渐减小,说明低速行驶对

路面的损害较大,行车速度的提高可以减小动态响应

的峰值,减轻路面的破坏。
(6)目前无网格方法在实际工程中应用较少,将

改进的无单元 Galerkin方法应用到三维沥青路面的

弹性动力学的分析中,说明无网格方法在工程中的应

用前景广阔。
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