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摘要：悬索桥作为一种柔性结构，活载下的响应是长期以来被研究的重点内容。该文针对悬索桥提出了一种集中力活

载作用下结构变形及内力的解析计算方法。以已知成桥状态参数和活载参数为基础，首先分析了主缆变形、主梁变

形、主缆和主梁的关系、桥塔变形。随后建立了 4 类控制方程，分别为各段主缆的无应力长度守恒、各根吊杆的力与变

形协调、各跨跨径及高差闭合和主梁的受力平衡，从而使得控制方程的总数与基本未知数的总数相等。最后将控制方

程合并成一个目标函数，并进行规划求解。找到基本未知量的取值，使得全部控制方程同时成立，进而推导出所有其

他参数，并表达出结构变形后的状态。以一座主跨 1 080 m 的悬索桥作为算例，验证了方法的可行性和有效性。活载

作用下变形及内力的结果都具有良好的精度，与有限元的结果相一致。
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Analytical Method for Deformation and Internal Force of Suspension 
Bridge under Concentrated Live Load
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Abstract： As a flexible structure, the response of suspension bridges under live load has been the focus of 

research for a long time. This paper presented an analytical calculation method for structural deformation and 

internal force of suspension bridges under concentrated live load. Based on the known bridge state parameters 

and live load parameters, the deformation of the main cable, the deformation of the main beam, the relationship 

between the main cable and the main beam, and the deformation of the bridge tower were analyzed 

successively. Then, four kinds of governing equations were established, involving the conserved unstrained 

length of each main cable, the coordinated force and deformation of each suspender, the closed span and height 

difference, and the balanced force of the main beam, so that the total number of the governing equations was 

equal to the total number of basic unknown parameters. Finally, the governing equations were combined into an 

objective function and solved programmatically. The values of the basic unknown parameters were found to 

make all the governing equations valid at the same time, and then all the other parameters were deduced. The 

state of the structure after deformation was expressed. Finally, a suspension bridge with a main span of 1 080 m 

was taken as an example to verify the feasibility and effectiveness of the method. The results of deformation 

and internal force under live load were in good agreement with those of the finite element method.
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0    引言

悬 索 桥 作 为 一 种 大 跨 柔 性 结 构 ，更 容 易 产 生 活

载 作 用 下 的 大 变 形 或 挠 曲［1‑2］。 悬 索 桥 在 竖 向 活 载

作 用 下 的 响 应 是 长 期 以 来 被 研 究 的 重 点 内 容 。 计

算 理 论 在 发 展 过 程 中 经 历 了 弹 性 理 论 、挠 度 理 论 和

有 限 位 移 理 论 3 个 阶 段 。 弹 性 理 论 没 有 考 虑 恒 载

对 竖 向 刚 度 的 贡 献 ，也 没 有 考 虑 位 移 的 非 线 性 影

响 ，因 此 设 计 出 的 悬 索 桥 往 往 具 有 笨 拙 的 桥 塔 和 过

高 的 加 劲 梁 。 与 弹 性 理 论 相 比 ，挠 度 理 论 考 虑 了 活

载 下 主 缆 和 加 劲 梁 的 竖 向 位 移 以 及 恒 载 对 活 载 的

抗 力 ，因 此 重 力 刚 度 也 作 为 一 个 重 要 的 概 念 被 深 入

研 究［3‑4］。 至 今 ，挠 度 理 论 仍 然 是 悬 索 桥 活 载 响 应

的 重 要 计 算 理 论 。 但 是 ，挠 度 理 论 假 设 恒 载 下 的 主

缆 线 形 为 抛 物 线 ，并 将 离 散 的 吊 杆 简 化 成 连 续 分 布

的 膜 ，无 法 考 虑 活 载 下 吊 杆 的 倾 斜 、伸 长 及 加 劲 梁

的 纵 向 位 移 ，这 些 都 与 实 际 不 符 ，会 显 著 影 响 结 果 。

挠 度 理 论 表 明 主 缆 刚 度 对 抵 抗 全 桥 活 载 挠 度 发 挥

的 作 用 比 主 梁 更 大 。 因 此 ，很 多 后 续 的 解 析 分 析 中

仅 考 虑 了 主 缆 的 贡 献 而 忽 略 了 主 梁［5‑7］。 但 随 着 悬

索 桥 的 进 一 步 发 展 ，特 别 是 大 跨 度 铁 路 悬 索 桥 的 出

现 ，依 据 使 用 需 求 ，要 求 主 梁 的 刚 度 大 。 因 此 ，忽 略

主 梁 的 刚 度 贡 献 是 不 合 适 的 ，需 要 在 计 算 中 加 以

考 虑 。

随 着 有 限 元 法 的 发 展 ，有 限 位 移 理 论 逐 步 发 展

成 为 大 跨 悬 索 桥 强 有 力 的 分 析 手 段 ，能 够 包 含 各 种

因素的影响，更为真实地模拟实际结构，结果也更为

可靠［8‑12］。近年来，大型商业有限元软件的功能日益

强 大 ，已 成 为 结 构 分 析 的 便 捷 手 段 。 悬 索 桥 在 活 载

作用下的响应计算也可以基于有限元平台实现。但

是，有限元模型中通常使用杆单元模拟主缆段，例如

Ansys 中的 Link 单元［13‑14］，这将无法考虑每段主缆内

部的几何非线性。另外，模型的建立过程是复杂的，

有 限 元 分 析 主 要 依 靠 矩 阵 运 算 ，计 算 过 程 中 用 户 难

以把握显式的解析表达，物理意义不明确。因此，建

立一种精确的解析法具有十分重要的意义。

本文针对常见的两塔平行索面悬索桥提出了一

种活载作用下结构变形及内力的解析计算方法。以

一座主跨 1 080 m 的地锚式悬索桥作为算例，验证了

方法的可行性和有效性。

1    结构基本信息及假定

本 文 研 究 对 象 是 常 见 的 两 塔 平 行 索 面 悬 索 桥 ，

塔梁关系采用半漂浮式，如图 1 所示。初始状态（仅

受恒载作用）下的主缆如图 2 所示。主跨范围内有 n

个上吊点，分别是 O1′、O2′、…、On′，主缆被这些点分割

成 n+1 段悬链线，li′为主跨第 i 段主缆的水平投影长

度 ，Pi′为 第 i 根 吊 杆 的 吊 杆 力 ，均 是 竖 直 向 下 的 。 初

始状态的所有参数都是已知，包括所有的吊杆力、节

点坐标、各段主缆无应力长度等。

A' Q' U'

C'B'

D'

L 'L L'M L'R

图 1    悬索桥计算模型示意图

Figure 1    Calculation model for suspension bridge
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图 2    恒载状态下的主缆

Figure 2    Main cable under dead load

初 始 状 态 下 的 主 梁 如 图 3 所 示 ，共 有 n 个 下 吊

点，分别是 G1′、G2′、…、Gn′，di′为第 i 个下吊点到主梁

左端（Q ′点）的水平距离。忽略吊杆的自重，主梁上的

吊杆力与主缆的吊杆力等大反向，RQ ′ 和 RU ′ 分别是左

右梁端的支反力。初始状态下的主梁被近似认为处

于无应力状态，主梁中不存在弯矩，各点都不发生下
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挠 。 初 始 状 态 下 主 梁 的 所 有 参 数 都 是 已 知 ，包 括 所

有节点的坐标、所有吊杆力和支反力。

P'n- 1P'n- 2 P 'nP 'iP '2P '1

G'1 G'2 G'iQ ' G'n- 2 G'n- 1G'n U '
RU'd 'i

RQ'

图 3    恒载状态下的主梁

Figure 3    Main beam under dead load

本方法的提出基于如下假定：

（1） 材料处于弹性工作阶段，符合胡克定律。

（2） 主缆是理想的柔性索 ，只存在拉力 ，无弯矩

和压力，忽略主缆截面变化的影响。

（3） 吊 杆 力 方 向 与 上、下 吊 点 的 连 线 保 持 一 致 ，

不考虑吊杆倾斜后的垂度。

（4） 不考虑桥塔的压缩变形，即忽略塔顶和桥塔

下横梁的高程变化。

（5） 不考虑主梁的纵向拉伸或压缩变形，即每个

下吊点的纵向间距保持不变。

2    活载响应计算理论

2.1    主缆线形计算

2.1.1    主跨

恒 载 和 活 载 共 同 作 用 下 的 主 跨 和 主 缆 如 图 4 所

示，主跨范围内的上吊点分别移动到 O1、O2、…、On，li

为主跨第 i 段主缆的水平投影长度，主跨总跨径变为

LM，Pi 为 第 i 根 吊 杆 的 轴 向 拉 力 ，此 时 吊 杆 力 不 再 是

竖直向下的。左、右塔顶的 IP 点各自向跨中发生了侧

移 量 ΔB、ΔC。 以 每 个 主 缆 索 段 的 起 点 为 原 点 建 立 局

部坐标系 xy，x 轴水平向右，y 轴竖直向下。XY 为大

地坐标系，X 轴水平向右，Y 轴竖直向上。

P1 P2

Pi
Pi- 1 y

Oi - 1x
Oi

li
O 2

O 1

x

y

B' B

ΔB

l1 l2 l3

X

Y

LM

ln- 1 ln + 1ln

ΔC

C C'

On
On - 1

On - 2 Pn

Pn - 1
Pn - 2

图 4    恒载和活载共同作用下的主跨主缆

Figure 4     Main cable of main span under 

dead load and live load

在 各 个 局 部 坐 标 系 下 第 i 段 主 缆 悬 链 线 的 线 形

方程可表达为［15］：

y = ci

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúcosh ( )x

ci
+ ai - cosh ai  （1）

式中：ci=−Hi/q，Hi 为恒载活载共同作用下第 i 段主

缆的水平分力（kN），q 为主缆的每延米自重（kN/m）；

ai 为悬链线方程的参数。

第 i 段悬链线主缆的左右端点的高差 Δhi 可以表

达为：

Δhi = y ( li )- y ( 0 )= ci

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúcosh ( )li

ci
+ ai - cosh ai  

（2）

式中：li 为主跨第 i 段主缆的水平投影长度。

主跨范围内第 i 段悬链线的主缆无应力长度 Si 可

表达为［15］：

Si = ci

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúsinh ( )li

ci
+ ai - sinh ai -

H i

2E c A c

ì
í
î

ïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
li + ci

2
ì
í
îïï

ü
ý
þ

sinh é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú2 ( )li

ci
+ ai - sinh（2ai）    （3）

式中：Ec 和 Ac 分别为主缆的弹性模量和横截面面积。

在 恒 载 活 载 共 同 作 用 下 ，任 一 上 吊 点 Oi 的 坐 标

可以表达为：

XOi
= XB + ∑

k = 1

i

lk （4）

Y Oi
= Y B - ∑

k = 1

i

Δhk （5）

式 中 ：X、Y 分 别 表 示 在 大 地 坐 标 系 下 某 点 的 水 平 坐

标和竖向坐标。

又因为：

XB = XB' + ΔB （6）

并假设桥塔侧弯时产生的塔顶竖向位移可忽略

不计，即：

Y B = Y B' （7）

所以：

XOi
= XB' + ΔB + ∑

k = 1

i

lk （8）

Y Oi
= Y B' - ∑

k = 1

i

Δhk （9）

为了推导主跨范围内相邻悬链线段之间的参数

关 系 ，需 要 建 立 上 吊 点 处 的 受 力 平 衡 方 程 。 任 一 上

吊点处的受力状态如图 5 所示。
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Hi

φ i O i

θ i

P i

Hi tan φ i

H i + 1 tan φ i + 1

φ i + 1

Hi + 1

图 5   上吊点处力的平衡

Figure 5    Force equilibrium at upper hanging point

分别构建水平向和竖向力的平衡：

H i + Pi sin θi = H i + 1 （10）

H i tan φi = H i + 1 tan φi + 1 + Pi cos θi （11）

式中：Pi 为第 i 根吊杆的轴向力（kN）；θi 为第 i 根吊杆

的竖向倾角；φi 和 φi+1 分别为上吊点 Oi 左侧和右侧的

主缆切线方向与水平方向的夹角。

由切线倾角与导函数的关系，有：

tan φi = y ′ ( li )= sinh ( )li

ci
+ ai  （12）

tan φi + 1 = y ′ ( 0 )= sinh ai + 1 （13）

将式（12）~（13）代入式（11），得：

ai + 1 = a sinh é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

H i

H i + 1
sinh ( )li

ci
+ ai - Pi

H i + 1
cos θi  

（14）

2.1.2    左右边跨

恒载活载共同作用下的边跨主缆如图 6 所示，左

边跨、右边跨的跨径分别变为 LL 和 LR，左、右塔顶的

IP 点侧移量分别为 ΔB、ΔC。

LL LR

X

Y

y

x
A'

B' B

C'
xC

y

D'

ΔB

ΔC

图 6    恒载活载共同作用下的边跨主缆

Figure 6    Main cable of side span under dead 

load and live load

左 右 边 跨 范 围 内 没 有 吊 杆 ，为 一 整 段 悬 链 线 。

左右边跨的悬链线方程 yL、yR，两端高差 ΔhL、ΔhR 和

无应力长度 SL、SR 的计算公式都与主跨相似。直接

给出下面的计算公式：

yL = cL
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúcosh ( )x

cL
+ aL - cosh aL  （15）

ΔhL = cL
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúcosh ( )LL

cL
+ aL - cosh aL  （16）

SL = cL
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúsinh ( )LL

cL
+ aL - sinh aL -

H L

2E c A c

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

LL + cL

2
ì
í
îïï

ü
ý
þ

sinh é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú2 ( )LL

cL
+ aL - sinh（2aL）  

（17）

式中：cL=−HL/q，HL 为恒载活载共同作用下左边跨

主缆的水平分力（kN）；aL 为悬链线方程的参数；LL 为

左边跨主缆的水平投影长度。

yR = cR
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúcosh ( )x

cR
+ aR - cosh aR  （18）

ΔhR = cR
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúcosh ( )LR

cR
+ aR - cosh aR  （19）

SR = cR
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúsinh ( )LR

cR
+ aR - sinh aR -

H R

2E c A c

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

LR + cR

2
ì
í
îïï

ü
ý
þ

sinh é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú2 ( )LR

cR
+ aR - sinh（2aR）  

（20）

式中：cR=−HR/q，HR 为恒载活载共同作用下右边跨

主缆的水平分力（kN）；aR 为悬链线方程的参数；LR 为

右边跨主缆的水平投影长度。

2.2    主梁线形计算

2.2.1    主梁计算模型

首 先 考 虑 主 梁 模 型 ，如 图 7 所 示 ，跨 内 受 到

F1~Fn+1 共 n+1 个竖向集中力作用，其中一个是活载

集 中 力 ，其 余 为 吊 杆 力 。 左 右 支 反 力 分 别 记 为 F0 和

Fn+2，xi 为 第 i 个 集 中 力 Fi 的 作 用 点 到 主 梁 左 端 的 水

平 距 离 。 需 要 说 明 的 是 ，这 里 的 力 是 按 照 正 方 向 表

示 的 ，当 力 的 数 值 为 负 时 表 示 力 的 实 际 作 用 方 向 向

下 。 主 梁 可 按 照 集 中 力 的 作 用 位 置 分 为 n+2 个 区

段，第 i 个区段上的弯矩可以表达为：

M ( )x = ∑
k = 0

i - 1

Fk ( x - xk )，xi - 1 ≤ x ≤ xi （21）

Fn + 1 Fn + 2FnFiF2F1F0

xi

图 7    主梁的计算模型

Figure 7    Calculation model of main beam

主梁的挠度 w（x）和弯矩 M（x）间存在以下关系：

E b Ib w ″ ( )x = -M ( )x （22）
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式 中 ：Eb 和 Ib 分 别 为 主 梁 的 弹 性 模 量 和 抗 弯 刚 度 ；

w（x）以向下位移为正。

做两次积分，得：

-E b Ib w ( )x =∬M ( )x  （23）

将 式（21）代 入 式（23），并 做 积 分 展 开 ，得 到 第 i

个区段上的挠度表达式：

w ( )x = - 1
E b Ib

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

k = 0

i - 1

Fk ( )1
6 x3 - xk

2 x2 + Ci，1 x + Ci，2 ，

xi - 1 ≤ x ≤ xi

（24）

式中：Ci，1 和 Ci，2 均为积分产生的常系数。

对挠度表达式求一次导，得到第 i 个区段上的转

角表达式：

w ′ ( )x = - 1
E b Ib

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

k = 0

i - 1

Fk ( )1
2 x2 - xk x + Ci，1 ，

xi - 1 ≤ x ≤ xi

 

（25）

根据式（24）~（25）可以写出第 i 个集中力 Fi 的作

用点左右两侧的挠度和转角：

w ( )x = x-
i =

- 1
E b Ib

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

k = 0

i - 1

Fk ( )1
6 x 3

i - xk

2 x2
i + Ci，1 xi + Ci，2    （26）

w ( )x = x+
i =

- 1
E b Ib

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

k = 0

i

Fk ( )1
6 x 3

i - xk

2 x2
i + Ci + 1，1 xi + Ci + 1，2  

（27）

w ′ ( )x = x-
i = - 1

E b Ib

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

k = 0

i - 1

Fk ( )1
2 x2

i - xk xi + Ci，1  

（28）

w ′ ( )x = x+
i = - 1

E b Ib

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

k = 0

i

Fk ( )1
2 x2

i - xk xi + Ci + 1，1  

（29）

根据连续性条件：

w ( )x = x-
i = w ( )x = x+

i  （30）

w ′ ( )x = x-
i = w ′ ( )x = x+

i  （31）

得到相邻区段的常系数之间的递推关系：

Ci + 1，1 = Ci，1 + 1
2 Fi x2

i  （32）

Ci + 1，2 = Ci，2 - 1
6 Fi x 3

i  （33）

至此，所有实常数都可以归结于 C1，1 和 C1，2。

再引入边界条件：

w ( )x = x0 = 0 （34）

w ( )x = xn + 2 = 0 （35）

解得：

C 1，1 = -∑
k = 0

n + 1

Fk ( )1
6 x2

n + 2 - xk

2 xn + 2 - ∑
k = 1

n + 1 1
2 Fk x2

k +

∑
k = 1

n + 1 1
6 Fk x 3

k
1

xn + 2
 （36）

C 1，2 = 0 （37）

此时所有常系数均已解出。可以根据式（24）和

式（25）得 到 任 意 点 处 的 挠 度 和 转 角 ，主 梁 的 变 形 也

随之获得。

2.2.2    活载作用后的主梁线形

主梁的受力及变形示意图如图 8 所示，图中 F 为

活载集中力，PxF，i、PyF，i 分别为由活载 F 引起的第 i 个

吊杆力的水平和竖向分力的变化量（PxF，i 未在图 8 中

示 出），ΔRQ、ΔRU 分 别 为 主 梁 左 端 、右 端 的 支 反 力 变

化量，它们也同样是由活载引起的，dF 为活载 F 的作

用点到主梁左端的水平距离，di 为 PyF，i 的作用点到主

梁左端的水平距离。活载集中力的大小 F 和位置 dF

是由要研究的工况所确定的已知参数。

在 这 里 引 入 两 点 近 似 ：① 由 于 活 载 引 起 的 主 梁

内 部 的 轴 力 是 很 小 的 ，所 以 近 似 认 为 主 梁 在 纵 向 上

不 发 生 弹 性 拉 伸 或 压 缩 变 形 ，仅 发 生 整 体 的 刚 体 位

Gn - 2 Gn - 1 Gn

PyF，n - 2
PyF，n - 1 PyF，n

ΔQU

ΔRU

U' U

w ( x )

F
PyF，i

G i

x

di

PyF，2PyF，1
y

QQ'
x

G 2G 1

ΔRQ

ΔQU

X

Y

图 8    主梁上由活载引起的作用及响应

Figure 8    Action and response of main beam caused by live load
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移 ΔQU，也 就 是 说 ，每 个 下 吊 点 的 纵 向 间 距 保 持 不 变

（所 以 di=di′），主 梁 上 所 有 节 点 的 纵 向 位 移 都 等 于

ΔQU；② 因为吊杆的竖向倾角 θi 通常很小，所以 PxF，i 通

常明显小于 PyF，i。更重要的是，PxF，i 对主梁某横截面

的 力 臂 远 远 小 于 PyF，i 对 同 一 横 截 面 的 力 臂 。 所 以 ，

PxF，i 对截断点产生的弯矩可以被忽略。因此，计算主

梁挠度时，可以不计入 PxF，i 的影响，只考虑所有的竖

向 作 用 力 ，包 括 ΔRQ、PyF，1~PyF，n、F 和 ΔRU，共 n+3
个力。

将上述 n+3 个竖向力按照作用点从左到右的顺

序依次排列，然后比拟代入 2.2.1 中的主梁计算模型，

主梁在活载下的挠度 w（x）和转角 w'（x）的响应就可

以按照式（24）、（25）计算得到。

所 以 ，恒 载 活 载 共 同 作 用 下 任 一 下 吊 点 Gi 的 坐

标可以表达为：

XGi
= XG 'i

+ ΔQU （38）

Y G i
= Y G 'i

- w ( )di  （39）

2.3    主缆与主梁的关系

主 缆 和 主 梁 通 过 吊 杆 相 连 ，假 设 吊 杆 的 垂 度 可

以 被 忽 略 ，那 么 吊 杆 力 的 方 向 可 以 根 据 上 下 吊 点 的

坐 标 确 定 ，并 且 吊 杆 对 主 缆 和 主 梁 的 作 用 力 大 小 相

等、方向相反。对于任一吊杆处的主缆和主梁而言，

初始状态和变形后的状态如图 9 所示。

P 'i

O 'i

P 'y，i

G 'i

（a） 变形前 （b） 变形后

Pi θ i

Py，i

Px，i

G i ( XGi，YGi )

Oi ( XOi，YOi )

图 9    吊杆处的主缆和主梁的初始状态和变形后的状态

Figure 9    Initial and deformed states of main cable and 

main beam at suspender

在初始状态下，吊杆轴向力的大小为 Pi′，由于吊

杆是竖直的，所以下吊点受到的水平力 Px，i′和竖向力

Py，i′可以写为：

P 'x，i = 0 （40）

P 'y，i = P 'i （41）

在变形后的状态中，吊杆轴向力的大小变为 Pi，

并且吊杆力的方向存在竖向倾角 θi，此时下吊点受到

的水平力 Px，i 和竖向力 Py，i 可以写为：

Px，i = Pi sin θi （42）

Py，i = Pi cos θi （43）

式 中 ：θi 根 据 上 下 吊 点 在 全 局 坐 标 系 下 的 位 置 确

定，即：

θi = arctan ( )XOi
- XGi

Y Oi
- Y Gi

 （44）

所以，由活载 F 引起的第 i 个吊杆力的水平分力

变化量 PxF，i 和竖向分力变化量 PyF，i 可以表达为：

PxF，i = Px，i - P 'x，i （45）

PyF，i = Py，i - P 'y，i （46）

2.4    桥塔侧移

桥塔的侧移是由左右两侧不相等的主缆水平力

所引起，如图 10 所示。

Hn + 1

H 1HL

ΔB

ΔC

HR
C C'

B' B

（a） 左塔 （b） 右塔

图 10    桥塔的侧移

Figure 10    Lateral displacement of bridge towers

桥塔的位移量可以由下式计算：

ΔB = ( )H 1 - H L δB （47）

ΔC = ( )H n + 1 - H R δC （48）

式中：δB、δC 为左右桥塔的柔度系数。

3    控制方程的建立与求解

3.1    基本未知量

由第 2 节的分析可知，决定变形后状态的基本未

知量见表 1。当这些基本未知量取值确定时，就可推

导出其他参数，并表达出结构变形后的状态。

3.2    控制方程的建立

3.2.1    各段主缆的无应力长度守恒

对于初始状态和变形后的状态，左边跨、主跨和

右边跨的每一段主缆的无应力长度应该守恒，即：

SL = S'L （49）

Si = S'i， 1 ≤ i ≤ n + 1 （50）

SR = S'R （51）

式中：SL′和 SR′分别为初始状态中左、右边跨主缆的无
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应力长度；Si′为初始状态中主跨范围内第 i 段悬链线

的主缆无应力长度。

表 1    基本未知量

Table 1    Basic unknown parameters

基本未知量

悬链线水平投影长度

悬链线参数

主缆水平力

吊杆轴向力

主梁纵向刚体位移

主梁梁端支反力变化量

合计

位置

左边跨

主跨

右边跨

左边跨

主跨

右边跨

左边跨

主跨

右边跨

左端

右端

符号

LL

l1~ln+1

LR

aL

a1

aR

HL

H1

HR

P1~Pn

ΔQU

ΔRQ

ΔRU

数量

1
n+1

1

1
1
1

1
1
1

n

1

1
1

2n+12

3.2.2    各根吊杆的力与变形协调

对于任一吊杆，初始状态中的吊杆轴向力为 Pi′，
变形后状态中的吊杆轴向力为 Pi，所以吊杆轴向力的

增量 ΔPi 可以表达为：

ΔPi = Pi - P 'i （52）

由 于 忽 略 了 吊 杆 的 垂 度 ，吊 杆 的 长 度 可 以 通 过

上下吊点的位置确定。初始状态下，吊杆是竖直的，

该根吊杆的长度 l 'h，i 可以表达为：

l 'h，i = Y O 'i
- Y G 'i

 （53）

变 形 后 状 态 下 ，对 应 吊 杆 长 度 lh ，i 可 表 达 为 ：

lh，i = ( )X Oi
- XGi

2 + ( )Y Oi
- Y Gi

2  （54）

所以，吊杆长度的增量 Δlh，i 可以表达为：

Δlh，i = lh，i - l 'h，i （55）

将 每 个 吊 杆 视 为 弹 性 体 ，需 要 满 足 力 与 变 形 的

协调条件，即：

Δlh，i = ΔPi

E h A h
l 'h，i，1 ≤ i ≤ n （56）

式中：Eh 和 Ah 分别为吊杆的弹性模量和横截面面积。

3.2.3    各跨跨径及高差闭合

变形后的状态下，在结构的立面上，各跨范围内

所有悬链线段的水平投影长度之和以及高差之和需

要满足以下闭合条件：

LL = L'L + ΔB （57）

∑
i = 1

n + 1

li = L'M - ΔB - ΔC （58）

LR = L'R + ΔC （59）

ΔhL = Y A' - Y B' （60）

∑
i = 1

n + 1

Δhi = Y B' - Y C' （61）

ΔhR = Y C' - Y D' （62）

式 中 ：L'L、L'M、L'R 和 Y A'、Y B'、Y C'、Y D' 均 为 第 1 节 中 的

已知量。

3.2.4    主梁的受力平衡

变 形 后 的 主 梁 处 于 静 力 平 衡 状 态 ，对 主 梁 进 行

受 力 分 析 ，竖 向 力 、水 平 力 、对 梁 端 的 力 矩 应 该 是 平

衡的，表达如下：

∑
i = 1

n

PxF，i = 0 （63）

ΔRQ + ∑
i = 1

n

PyF，i + ΔRU - F = 0 （64）

∑
i = 1

n

( )PyF，i d i + ΔRU L - FdF = 0 （65）

式中：L 为主梁的长度。

3.3    控制方程的求解

通 过 对 每 个 控 制 方 程 进 行 变 形 ，把 等 号 右 端 的

项移至左端，改写成函数形式 f（ ）=0，此时方程的左

端可以被理解为该控制方程的误差。为了使所有的

控制方程同时满足 ，将所有变形后的 2n+12 个控制

方程合并成一个目标函数，如下：

∑
i = 1

2n + 12

fi
2 = 0 （66）

利用非线性 GRG（Generalized Reduced Gradient）
法［16］或 其 他 算 法 对 式（66）进 行 规 划 求 解 ，解 出 表 1
中 2n+12 个基本未知量，使 2n+12 个控制方程同时

成立。

4    算例

4.1    工程简介和恒载状态参数

为证明上述解析算法在活载作用下悬索桥变形

和内力计算中的有效性，以一座主跨 1 080 m 的地锚

式 悬 索桥作为算例。该桥跨径布置为（360+1 080+
360） m，采用半漂浮式体系，主跨垂跨比为 1/10，立面

布置如图 11 所示。各项已知参数见表 2。
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20+65×16+20

1 080

1 800

360 360

171.300171.300

51.30023.000 23.00040.000

吊杆编号：从左➝右：1➝66

图 11    算例桥立面布置图（单位：m）

Figure 11    Elevation view of bridge (unit: m)

表 2    已知参数

Table 2    Known parameters

位置

跨径

主缆

吊杆

桥塔

加劲梁

参数

左边跨

主跨

右边跨

每延米自重

弹性模量

截面面积

左锚点高程

右锚点高程

左塔顶 IP 点高程

右塔顶 IP 点高程

跨中高程

数量

间距

最左侧吊杆与左塔中心线的间距

最右侧吊杆与右塔中心线的间距

弹性模量

截面面积

左塔柔度系数

右塔柔度系数

截面惯性矩

弹性模量

每延米自重

符号

LL′
LM′
LR′

q

Ec

Ac

YA ′

YD ′

YB′

YC′

Ymid

n

l2′~l66′
l1′
l67′
Eh

Ah

δB

δC

Ib

Eb

wb

单位

m
m
m

kN/m
GPa
m2

m
m
m
m
m

m
m
m

GPa
m2

m/kN
m/kN

m4

GPa
kN/m

量值

360
1 080
360

23.577
201

0.297 5
23.000
23.000

171.300
171.300
51.300

66
16
20
20

201
0.002 14

4.053×10−4

4.053×10−4

50
201

209.83

根 据 以 上 数 据 ，应 用 成 桥 状 态 的 主 缆 找 形 解 析

算 法［15］计 算 得 到 恒 载 状 态 下 的 吊 杆 力 、上 下 吊 点 坐

标以及各段主缆的无应力长度如图 12~14 所示。左

右 边 跨 主 缆 无 应 力 长 度 SL′=SR′=388.287 m。 在 恒

载状态下，左右梁端的支反力均为 850.88 kN。

4.2    活载作用下的内力及变形

为 了 计 算 活 载 作 用 下 的 内 力 及 变 形 ，研 究 了 两

种荷载工况，如图 15 所示。在工况 1 中，活载集中力

作用在主跨跨中（dF=LM′/2）；在工况 2 中，活载集中

力作用在主跨 1/4 跨处（dF=LM′/4）。

2 400
2 200
2 000
1 800
1 600
1 400
1 200
1 000

800
600
400
200

0

P
' i/k

N

706050403020100

吊杆编号

图 12    恒载状态下的吊杆力

Figure 12    Suspender fore under dead load

600400

180

160

140

120

100

80

60

40

20

Y
/m

X/m

2000‒200‒400‒600

YO 'i - XO 'i  

YG 'i - XG 'i  

66i1

图 13    恒载状态下的上下吊点坐标

Figure 13    Coordinates of upper and lower hanging 
points under dead load

25

20

15

10

5

0

S
' i/

m

706050403020100

主缆索段编号

图 14    恒载状态下主跨主缆各索段的无应力长度

Figure 14    Unstrained length of each cable segment of main 
span and main cable under dead load
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F=2 000 kN

（a） 工况 1

F=2 000 kN

（b） 工况 2

图 15    活载加载工况

Figure 15    Live load application conditions

根据本文提出的解析算法，利用 Microsoft Excel
规划求解工具栏中的非线性 GRG 法，求出控制方程

的 144 个基本未知量，进而获得活载下的结构响应。

作为对照和验证，在 Ansys 16.0 中建立了对应的有限

元模型，并获得了对应荷载工况的结果。

在 结 构 变 形 方 面 ，本 文 提 出 的 解 析 法 与 有 限 元

计算得到的结果相吻合。采用上述两种方法算出的

主梁竖向变形如图 16 所示，以向上变形为正，向下变

形为负。主缆竖向位移如图 17 所示，与主梁的竖向

600400

0.15

0.10

0.05

0

‒0.05

‒0.10

‒0.15

‒0.20

‒0.25

主
梁

竖
向

位
移

/m

纵桥向坐标/m

2000‒200‒400‒600

工况 1-解析法
工况 1-有限元法
工况 2-解析法
工况 2-有限元法

图 16    解析法和 FEM 算出的主梁竖向变形

Figure 16    Vertical deformation of main beam calculated 

by analytical method and FEM

600400

0.15

0.10

0.05

0

‒0.05

‒0.10

‒0.15

‒0.20

‒0.25

主
缆

竖
向

位
移

/m

纵桥向坐标/m

2000‒200‒400‒600

工况 1-解析法
工况 1-有限元法
工况 2-解析法
工况 2-有限元法

图 17    解析法和 FEM 算出的主缆竖向位移

Figure 17    Vertical deformation of main cable calculated 

by analytical method and FEM

位 移 十 分 相 近 ，两 者 间 微 小 的 差 异 是 由 于 吊 杆 的 伸

缩及倾斜引起的。

不同工况下的塔顶位移和主梁纵向漂移见表 3、

4，以向右位移为正。两种方法的计算结果相差均小

于 1 mm。相同的荷载作用于跨中点产生的塔顶位移

量比作用于 1/4 跨处产生的塔顶位移量大。当活载

集 中 力 作 用 在 主 跨 跨 中 时 ，主 梁 不 产 生 刚 体 纵 向 漂

移 ；当活载集中力作用在主跨 1/4 跨处时，主梁产生

向偏载一侧的刚体纵向漂移。

表 3    活载引起的塔顶侧移

Table 3    Tower‑top displacement caused by live load

工况

1

2

桥塔

左塔

右塔

左塔

右塔

侧移量/m

解析法

0.012 4

−0.012 4

0.008 9

−0.008 8

有限元法

0.011 5

−0.011 5

0.008 3

−0.008 3

误差/mm

0.9

−0.9

0.6

−0.5

表 4    活载引起的主梁纵向漂移量

Table 4    Longitudinal drift of main beam caused 

by live load

工况

1

2

纵向漂移量/mm

解析法

0.0

−48.5

有限元法

0.0

−48.7

误差/mm

0.0

0.2

在 结 构 内 力 方 面 ，本 文 提 出 的 解 析 法 也 与 有 限

元计算得到的结果相吻合。不同工况下的吊杆轴向

拉力增量的结果如图 18 所示，除工况 2 中第 65、66 根

吊杆外，其余绝对误差均小于 0.2 kN，相对误差均小

于 2%。由图 18 可以发现，所有吊杆的轴力都增大，

且增大值在位置分布上呈现 3 个峰。活载集中力作

用 点 附 近 的 吊 杆 力 增 量 最 大 ，靠 近 梁 端 支 座 的 几 对

吊杆力增量较大。

不 同 工 况 下 的 梁 端 支 反 力 变 化 量 见 表 5。 当 活

载 集 中 力 作 用 在 主 跨 跨 中 时 ，两 侧 的 支 反 力 都 明 显

减小 ；当活载集中力作用在主跨 1/4 跨处时，靠近活

载 一 侧 的 支 反 力 有 所 增 大 ，远 离 活 载 一 侧 的 支 反 力

有 所 减 小 。 在 这 两 个 工 况 中 ，即 使 某 些 支 反 力 由 于

活 载 的 作 用 而 减 小 ，但 减 小 量 仅 为 恒 载 作 用 下 的 支

反力的 7%~18%，远不足以使得梁端支座产生拉力

或脱空。
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图 18    解析法和 FEM 算出的吊杆轴向拉力变化量

Figure 18    Variation of axial tension of suspender calculated by analytical method and FEM

表 5    活载引起的梁端支反力变化量

Table 5    Variation of bearing reaction at beam ends 

caused by live load

工况

1

2

位置

左端

右端

左端

右端

支反力变化量/kN

解析法

−152.65

−152.69

60.18

−130.48

有限元法

−153.28

−153.28

60.66

−129.07

相对误差/
%

0.4

0.4

0.8

1.1

由表 5 可知，本文提出的解析法与有限元计算得

到 的 结 果 相 似 ，表 明 了 活 载 作 用 下 悬 索 桥 结 构 变 形

及内力的解析计算方法的可行性和有效性。

5    结论

（1） 本 文 提 出 的 解 析 计 算 方 法 可 以 有 效 地 求 解

活 载 作 用 下 悬 索 桥 结 构 变 形 及 内 力 ，与 有 限 元 法 的

结 果 基 本 一 致 。 求 解 的 内 容 主 要 包 括 ：主 缆 和 主 梁

的 竖 向 变 形 、塔 顶 位 移 、主 梁 的 纵 向 漂 移 、吊 杆 力 和

支反力的变化量。

（2） 在解析法中需要建立 4 类控制方程，分别是

各 段 主 缆 的 无 应 力 长 度 守 恒 、各 根 吊 杆 的 力 与 变 形

协 调 、各 跨 跨 径 及 高 差 闭 合 、主 梁 的 受 力 平 衡 ，从 而

使得控制方程的总数与基本未知数的总数相等。最

后 将 控 制 方 程 合 并 成 一 个 目 标 函 数 ，并 进 行 规 划 求

解。得出使全部控制方程同时成立的基本未知量，进

而推导出其他参数，并表达出结构变形后的状态。

（3） 主 梁 的 最 大 下 挠 量 出 现 在 活 载 集 中 力 作 用

点附近，相同的荷载作用于 1/4 跨处产生的最大下挠

量 比 作 用 于 跨 中 点 产 生 的 最 大 下 挠 量 大 。 另 外 ，活

载 作 用 于 跨 中 点 时 主 梁 的 两 端 产 生 了 轻 微 的 上 拱 ，

活载作用于 1/4 跨处时主梁远离活载一侧的部分产

生 了 较 大 的 上 拱 ，但 幅 度 比 靠 近 活 载 一 侧 的 部 分 产

生的下挠小。主缆的竖向位移与主梁的竖向位移十

分 相 近 ，两 者 间 细 微 差 异 是 由 于 吊 杆 的 伸 缩 及 倾 斜

引起的。

（4） 相 同 的 荷 载 作 用 于 跨 中 点 产 生 的 塔 顶 位 移

量比作用于 1/4 跨处产生的塔顶位移量大。当活载

集 中 力 作 用 在 主 跨 跨 中 时 ，主 梁 不 产 生 刚 体 纵 向 漂

移 ；当活载集中力作用在主跨 1/4 跨处时，主梁产生

向偏载一侧的刚体纵向漂移。

（5） 集 中 活 载 作 用 后 ，所 有 吊 杆 的 轴 力 都 增 大 ，

且增大值在位置分布上呈现 3 个峰。活载集中力作

用 点 附 近 的 吊 杆 力 最 大 ，靠 近 梁 端 支 座 的 几 对 吊 杆

力 较 大 。 当 活 载 集 中 力 作 用 在 主 跨 跨 中 时 ，两 侧 的

支反力都明显减小；当活载集中力作用在主跨 1/4 跨

处时，靠近活载一侧的支反力有所增大，远离活载一

侧的支反力有所减小。常规量级的活载作用可能使

得 某 些 支 反 力 减 小 ，但 不 足 以 使 梁 端 支 座 产 生 拉 力

或脱空。
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